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内 容 提 要 


本 书 在 数学 方法 论 与 数学 哲学 的 视野 下 ,对 微 积 分 中 的 重 
要 概念 、 重 要 理论 、 重 要 方法 的 产生 、 发 展 与 应 用 进行 探讨 ,内 
容 主 要 包括 无 理 数 、 数 学 符号 、 微 积分 计算 、 函 数 、 极 限 、 级 数 与 
求 和 、 微 积分 中 的 重要 概念 、 微 积分 中 的 重要 常数 、 微 积分 中 的 
特殊 积分 等 。 


总 打 


数学 科学 是 在 历史 上 逐渐 形成 和 发 展 起 来 的 一 种 知识 系 
统 。 这 个 知识 系统 是 由 一 个 个 分 支 组 成 的 ,同时 各 个 分 支 间 又 
相互 联系 、 相 互 交叉、 相互 作用 ,从 而 产生 新 的 分 支 , 促 进 数 学 
的 发 展 与 壮大 。 

数学 的 每 一 个 分 支 , 在 确立 之 前 都 有 一 个 萌发 、 了 孕育 的 过 
程 , 总 结 和 分 析 它 们 的 系统 发 育 过 程 \ 了 解 其 思想 方法 的 演变 
规律 ,对 了 解数 学 的 发 现 与 创新 ,有 着 重要 的 引 时 作用 。 当 一 
个 数学 分 支 形成 独立 的 体系 后 ,其 内 容 体 系 中 又 包含 着 该 分 支 
所 特有 的 核心 思想 与 常用 方法 。 任 何 一 个 数学 分 支 都 是 由 具 
体 的 数学 知识 和 蓝 涵 的 思想 方法 构筑 起 来 的 ,数学 知识 是 它 的 
“躯体 ”, 思 想 方 法 则 是 它 的 “灵魂 ”。 思 想 方 法 富 于 数学 知识 之 
中 ,是 获取 知识 和 发 展 思维 的 动力 工具 。 

如 果 将 数学 的 教 与 学 仅仅 看 成 是 数学 知识 的 传授 与 学 习 ， 
将 难以 发 挥 数学 的 真正 作用 ;领会 和 掌握 数学 的 思想 方法 和 精 
神 实 质 , 才 能 真正 发 挥 数 学 在 现实 社会 中 的 积极 作用 ,才能 充 
分 显示 数学 的 无 穷 威力 与 魅力 ,这 应 该 是 数学 教育 所 努力 追求 
的 目标 。 

数学 方法 论 是 研究 数学 的 发 展 规 律 \、 数 学 的 思想 方法 以 及 
数学 中 的 发 现 \ 发 明 与 创新 法 则 的 一 门 学 问 。 对 数学 分 支 思 想 
方法 的 研究 ,是 数学 方法 论 研 究 的 一 个 新 领域 和 具体 方向 。 

。 | 。 


关于 数学 分 支 思 想 方 法 的 研究 , 既 可 以 对 数学 分 支 的 发 
现 、 发 展 、 创 立 过 程 中 新 观念 .新 思想 、 新 方法 、 新 见解 及 其 演变 
规律 进行 研究 ,又 可 以 对 数学 分 支 内 容 体 系 中 蕴含 的 数学 思想 
和 方法 进行 研究 。 其 主要 研究 内 容 主 要 包括 :数学 分 支 的 起 源 
与 发 展 , 数 学 分 支 的 本 质 和 特征 ,数学 分 支 与 现实 世界 的 关系 ， 
数学 分 支 的 文化 地 位 ,数学 分 支 的 认识 论 与 方法 论 价 值 ,数学 
分 支 内 部 闻 的 辩证 关系 与 美学 研究 ,数学 分 支 形成 过 程 与 内 容 
体系 中 的 核心 思想 ,数学 分 支 各 特定 内 容 中 的 数学 思想 与 常用 
方法 等 。 其 主要 研究 方式 主要 有 :将 数学 哲学 、 数 学 史 、 数 学 教 
育 相 结合 ,将 数学 思想 、 数 学 知识 、 数 学 方法 相 结 合 。 : 

《数学 分 支 的 思想 方法 丛书 》 是 作者 在 数学 方法 论 指 导 下 ， 
结合 数学 教学 和 科学 研究 的 实践 ,经 过 长 时 间 探 讨 的 辛勤 劳动 
成 果 , 是 数学 方法 论 研究 的 新 领域 .新 成 果 。 本 从 书 主 可 从 数 
学 史 、 数 学 方法 、 数 学 哲学 、 数 学 教学 、 数 学 学 习 究 .数学 美学 等 
视角 ,对 数学 分 支 的 思想 方法 进行 研究 。 将 数学 分 支 的 本 质 、 
内 容 、 思 想 、 方 法 以 及 发 展 历 史 有 机 地 融会 在 一 起 。 其 显著 特 
点 是 系统 性 .深刻 性 与 思 闪 性 ,同时 集 知 识 性 ` 思想 性 .故事 性 、 
史料 性 于 一 体 。 是 提高 科学 文化 素质 和 增长 知识 的 理想 读本 ， 
可 作为 大 学 数学 专业 的 教材 , 亦 可 作为 数学 史 研 究 的 参考 书 
目 。 并 且 对 从 事 数 学 史 、 数 学 哲学 ` 数学 方法 论 的 研究 人 员 来 
说 也 有 很 好 的 参考 价值 。 

希望 本 丛书 的 出 版 能 对 数学 方法 论 研 究 领 域 的 扩展 和 应 
用 起 到 应 用 的 推动 作用 。 


于 梓 填 
(中 国 科 学 院 院士 \ 原 北京 师范 大 学 校长 ) 
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第 一 章 ”无 理 数 的 发 现 


微 积 分 的 研究 对 象 是 定义 在 “实数 集 ” 上 的 函数 ,实数 包含 有 
理 数 和 无 理 数 . 有 理 数 可 表示 成 妇 ( 户 ,9 为 整数 ,g 二 0) 的 形式 ,有 


理 数 的 这 种 表示 形式 以 及 不 能 用 该 形式 表示 的 第 一 个 数 ( 无 理 数 
V2) 的 发 现 都 归功 于 毕 达 哥 拉 斯 学 派 . 

本 部 分 主要 介绍 毕 达 哥 拉 斯 及 其 学 派 、 希 帕 索 斯 发 现 无 理 数 、 
无 理 数 的 证 明 . 


一 \ 毕 达 哥 拉 斯 及 其 学 泊 


公元 前 6 世纪 到 公元 前 5 世纪 在 意大利 半岛 南部 希 腾 城郊 活 

路 着 一 个 著名 学 派 , 这 是 一 个 由 三 百名 贵族 青年 组 成 的 进行 数学 

研究 和 宗教 修养 的 秘密 社团 .创始 人 是 著名 的 古 希 腊 哲 学 家 、 数 学 

家 、 天 文学 家 毕 达 哥 拉 斯 ,该 学 派 就 是 被 称 为 古 希腊 四 大 数学 学 派 
之 一 的 毕 达 哥 拉 斯 学 派 . 

毕 达 哥 拉 斯 (Pythagoras) 生 于 公元 前 580 年 至 公元 前 500 年 ， 

他 从 小 就 很 聪明 ,一 次 他 背 着 柴 禾 从 街 上 走 过 , 一 位 长 者 见 他 捆 柴 

的 方法 与 别人 不 同 , 便 说 :这 和 孩子 有 数学 奇才 ,将 来 会 成 为 一 个 大 

。1] 。 
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学 者 . ”他 阅 听 此 言 , 便 控 掉 柴 禾 回 家 ， 
准备 行囊 , 南 渡 地 中 海 到 泰勒 斯 门下 去 
求学 了 . 

毕 达 哥 拉 斯 本 来 就 极 聪明 ,经 泰勒 
斯 一 指点 ,许多 数学 难题 在 他 的 手下 便 
迎刃而解 . 其 中 ,他 证 明了 三 角形 的 内 
” 角 和 等 于 180"; 证 明了 若 要 用 效 砖 铺 
地 , 则 只 有 用 正三 角 、 正 四角 、 正 六 角 三 
种 正 多 角 砖 才能 刚好 将 地 铺 满 , 还 证 明 
了 世界 上 只 有 五 种 正 多 面体 , 即 : 正 4、 a 
6、8、12、20 面体 . 他 还 发 现 了 奇数 、 偶 数 、 素 数 、 合 数 、 完全 数 、 亲 和 
数 、 三 角 数 、 五 角 数 .平方 数 等 . 

毕 达 哥 拉 斯 最 伟大 的 成 就 是 发 现 了 后 来 以 他 的 名 字 命 名 的 毕 
达 哥 拉 斯 定理 ( 勾 股 定理 ), 即 :以 坦 角 三 角形 两 直角 边 为 边 长 的 正 
方形 的 面积 之 和 等 于 以 斜 边 为 边 长 的 正方 形 的 面积 . 据说 ,这 是 当 
时 毕 达 哥 拉 斯 在 寺庙 里 见 工匠 们 用 方 砖 铺 地 ,经 常 要 计算 面积 ,于 
是 便 发 明了 此 法 . 

最 早 把 数 的 概念 提 到 突出 地 位 的 也 是 毕 达 哥 拉 斯 ,在 这 之 前 
的 哲学 家 用 火 . 气 ,水 、 土 四 种 元 素 , 解 释 世 间 万 事 万 物 ,而 毕 达 哥 
拉 斯 学 派 认 为 : 宇宙 间 一 切 事物 都 可 归结 为 整数 或 整数 之 比 
一 一 * 万 物 篆 数 ”, 认 为 数 是 宇宙 的 本 源 , 数 的 元 素 就 是 万 物 的 元 
索 , 世 界 是 由 数组 成 的 ,世界 上 的 一 切 没 有 不 可 以 用 数 来 表示 的 ， 
数 本 身 就 是 世界 的 秩序 . 毕 达 哥 拉 斯 学 派 把 数学 建立 成 了 一 门 理 
性 的 学 科 . 


二 、 希 凰 索 斯 发 现 无 理 数 


据说 有 一 天 , 毕 达 梨 拉 斯 学 派 的 成 员 们 刚 开 完 一 一 个 学 术 讨 论 
会 , 正 坐 着 游船 出 来 领略 山水 风光 ,以 驱散 一 天 的 疲劳 . 


第 一 章 “无理 数 的 发 现 


这 天 , 风 和 日 丽 , 海 风 轻 轻 地 吹 , 荡 起 层 层 波浪 ,大 家 心里 很 高 
兴 . 一 个 满 脸 胡 子 的 学 者 看 着 辽阔 的 海面 兴奋 地 说 :“ 毕 达 哥 拉 斯 
先生 的 理论 一 点 都 不 错 . 你 们 看 这 海浪 一 层 一 屋 ,波峰 浪 谷 ,就 好 
像 奇数 .偶数 相间 一 样 ,世界 就 是 数字 的 秩序 .” 

“是 的 ,是 的 . ”这 时 一 个 正在 摇 桨 的 大 个 子 插 进来 说 :“ 就 说 
这 小 船 和 大 海 吧 . 用 小 船 去 量 海 水 ,肯定 能 得 出 一 个 精确 的 数字 ， 
一 切 事物 之 间 都 是 可 以 用 数字 互相 表示 的 .” 

“我 看 不 一 定 . ”这 时 船尾 的 一 个 学 者 突然 提问 了 ,“ 要 是 景 到 
最 后 ,不 是 整数 呢 ?” 

大 个 子 说 :“ 那 就 是 小 数 .” 

船尾 的 学 者 叉 提 问 :“ 要 是 小 数 既 除 不 尽 ,又 不 能 循环 呢 ?” 

其 他 学 者 几乎 异口同声 地 说 :“ 不 可 能 ,世界 上 的 一 切 东 西 , 都 
可 以 相互 用 数字 直接 准确 地 表达 出 来 .” 

”看 到 这 阵势 ,船尾 的 学 者 以 一 种 不 想 再 争辩 的 口气 冷静 地 说 : 
“并 不 是 世界 上 一 切 事 物 都 可 以 用 我 们 现在 知道 的 数 来 互相 表示 ， 
就 以 毕 达 哥 拉 斯 先生 研究 最 多 的 直角 三 角形 来 说 吧 ,假如 是 等 腰 
直角 三 角形 ,你 就 无 法 用 一 个 直角 边 准 确 地 量 出 斜 边 来 .” 

这 个 提问 的 学 者 叫 希 帕 索 斯 (Hippasus, 约 公元 前 400 年 ) ,他 
在 毕 达 哥 拉 斯 学 派 中 是 一 个 聪明 .好 学 ` 有 独立 思考 能 力 的 青年 数 
学 家 . 今天 要 不 是 因为 争论 ,还 不 想 发 表 自己 这 个 新 见解 呢 . 

摇 浆 的 大 个 子 一 听 这 话 就 停 下 手 来 大 叫 着 “不 可 能 ,先生 的 
理论 置 之 四 海 篆 准 .” 

希 帕 索 斯 上 辽 了 有 退 聪 明 的 大 限 , 伸 出 两 手 , 用 两 个 虎口 比 成 一 个 
等 腰 直 角 三 角形 说 :“ 如 果 直 边 是 3, 斜 边 是 几 ?”“4.”“ 再 准确 
些 ?”4. 2. "再 准确 些 ?” 4. 24. ”再 准确 些 呢 ?” 一 连 串 的 提问 让 
大 个 子 的 脸 涨 得 绯红 ,一 时 管 不 上 来 

希 帕 索 斯 说 ,:“ 你 就 再 往 后 数 上 10 位 、20 位 也 不 能 算是 最 精确 
的 . 我 演算 了 很 多 次 ,任何 等 腰 直 角 三 角形 的 斜 边 ,都 不 能 用 一 个 

e 3 。 
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精确 的 数字 表示 出 米 .” 

这 话 像 一 声 哺 天 韦 雪 ,全 船 立即 响起 一 阵 关 吸 “你 敢 违背 毕 
达 哥 拉 斯 先生 的 理论 , 敢 破坏 我 们 学 派 的 信条 1 敢 不 相信 数字 就 是 
世界 了 

_ 希 帕 索 斯 这 时 十 分 冷静 ,他 说 “我 这 是 个 新 的 发 现 , 就 是 毕 达 
哥 拉 斯 先生 在 世 也 会 奖赏 我 的 . 你 们 可 以 随时 去 验证 :” 

可 是 人 们 不 听 他 的 解释 ,愤怒 地 喊 着 : “叛逆 ! 先 生 的 不 肖 门 
徒 .”“ 打 死 他 ! 批 死 他 1” 大 个 子 冲 上 来 , 当 胸 给 了 他 一 拳 . 希 帕 索 
斯 抗议 着 : “你们 无 视 科 学 ,你们 竞 这 样 无 理 !1” 大 个 子 恶狠狠 地 
说 ;捍卫 学 派 的 信条 永远 有 理 .” 

实际 上 ,着 帕 索 斯 在 研究 1 和 2 的 比例 中 项 时 (着 1: x = 
x : 2, 那么 z 叫 1 和 2 的 比例 中 项 ), 怎 么 也 想 不 出 这 个 比例 中 项 
值 . 后 来 ,他 画 一 边 长 为 1 的 正方 形 , 设 对 角 线 为 x, 于 是 zx? 二 1 十 
1? 一 2. 他 想 ,z 代 表 对 角 线 长 ,而 z? 二 2, 那么 z 必 定 是 确定 的 数 . 
但 它 是 整数 还 是 分 数 呢 ?显然 ,2 是 1: 和 2 之 间 的 数 , 因 而 应 是 
1 和 2 之 间 的 数 ,因而 不 是 整数 . 那么 zx 会 不 会 是 分 数 呢 ?他 用 归 雇 
法 证 明了 这 个 数 也 不 是 分 数 . es 

希 帕 索 斯 发 现 的 这 个 
惊人 的 事实 ;“ 一 个 边 长 为 
1 的 正方 形 的 对 角 线 与 其 
一 边 的 长 度 是 不 可 公 度 的 
(不 可 通 约 的 )”, 与 毕 达 可 
拉 斯 学 派 “ 万 物 丝 数 ”( 指 
有 理 数 ) 的 哲理 大 相 径 庭 . 
对 毕 达 琳 拉 斯 学 派 是 一 次 
致命 的 打击 ,导致 了 当时 认识 上 的 “危机 ”一 第 一次 数学 危机 
这 一 发 现 使 该 学 派 领导 人 伯 丽 .恼怒 ,认为 这 将 动 播 学 派 在 学 术 界 
的 统治 地 位 . 他们 费 了 很 大 的 精力 ,将 此 事 保密 ,不 准 外 传 , 希 帕 索 
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斯 被 因 禁 ,受到 百般 折磨 ,最 后 竞 遭 到 沉 舟 身 亡 的 惩处 . 

不 可 通 约 的 本 质 是 什么 ?长 期 以 来 众说 纷 坛 , 得 不 到 正确 的 解 
释 , 两 个 不 可 通 约 的 比值 也 一 直 被 认为 是 不 可 理喻 的 数 .15 世纪 
意大利 著名 画家 达 。 芬 奇 (Leonardo da Vinci, 1452 ~ 1519) 称 之 
为 “无 理 的 数 ”,17 世纪 德国 天 文学 家 开 普 勒 (Johannes Kepler， 
1571 一 1630) 称 之 为 “不 可 名 状 ” 的 数 . 

由 无 理 数 引发 的 数学 危机 一 直 延 续 到 19 世纪 . 1872 年 ,德国 
数学 家 戴 德 金 (Julius Wilhelm Richard Dedekind，1831 ~ 1916) 
从 连续 性 的 要 求 出 发 ,用 有 理 数 的 “分 割 ” 来 定义 无 理 数 ,并 把 实 
数理 论 建立 在 严格 的 科学 基础 上 ,从 而 结束 了 无 理 数 被 认为 “无 
理 ” 的 时 代 , 也 结束 了 持续 2000 多 年 的 数学 史上 的 第 一 次 大 危机 . 

数学 的 发 展 中 告诉 人 们 ,真理 是 淹没 不 了 的 , 毕 达 哥 拉 斯 学 派 
抹杀 真理 才 是 “无 理 ”. 人 们 为 了 纪念 希 帕 索 斯 这 位 为 真理 而 献身 
的 可 和 敬 学 者 ,就 把 不 可 通 约 的 量 取 名 为 “无 理 数 ”一 一 这 便 是 “无 
理 数 ” 的 由 来 . 


三 .无 理 数 的 证 明 


证 明 某 个 数 是 无 理 数 ,一 般 采用 反 证 法 . 如 下 面 三 例 ， 
例 1-1 设 P 为 正 整 数 ,证 明 : 若 P 不 是 完全 平方 数 , 则 YP 是 
无 理 数 . 


证 :假设 YP 为 有 理 数 , 则 存在 正 整 数 m,n, 使 VP 一下, 且 m 
与 7 互 素 ,从 而 它们 的 最 大 公约 数 为 1, 由 轧 转 相 除 法 知 : 

存在 整数 zz 使 zaz 十 和 io = 二 1, 从 而 mu 十 mnv 二 mm， 

于 是 n 可 整除 m ,这样 == 1, 因 此 P= m? ,这 与 PP 不 是 完全 
平方 数 相 矛盾 ， 

故 VP 为 无 理 数 . 

例 1-2 证明 V2 是 无 理 数 . 
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证 :假设 /2 是 有 理 数 , 则 存在 互 质 的 正 整数 p ,9 使 V2 = 全 ,从 


而 各 二 2, 于 是 得 产 一 29: ,这 说 明 p* 是 偶数 ,因此 p 必 为 偶数 . 

设 记 二 2k(k 为 自然 数 ), 则 有 p? 一 4k? 一 2g2 , 即 2k? 一 于 ,这 
说 明 0: 是 偶数 ,因此 a 必 为 偶数 ,于 是 p.q 都 是 偶数 ,这 与 pg 互 
质 矛 盾 . 

故 V2 是 无 理 数 . 

例 1-3 证 明 lg2 是 无 理 数 . 


证 :假设 lg2 是 有 理 数 , 则 存在 互 质 的 正 整数 m,n 使 lg2 一 三 ， 
从 而 10* 一 2, 进 而 10” = 2"”, 即 2”。5” 一 2”, 此 式 左 边 可 被 5 整 


除 ,而 右边 不 能 ,矛盾 . 
故 lg2 是 无 理 数 . 
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在 微 积分 里 ,大 量 使 用 了 特定 的 数学 符号 ,精确 化 的 符号 语言 
与 论证 训练 是 微 积分 的 重要 内 容 之 一 ,能 把 证 明 用 准确 、 严 密 、 简 
练 的 数学 语言 和 符号 书写 出 来 是 一 项 基本 要 求 ， 

本 部 分 主要 介绍 数学 符号 系统 的 引入 、 初 等 数学 符号 系统 、 微 
积分 符号 系统 ， 


数学 符号 语言 是 数学 思维 的 外 显 形式 , 它 反 映 了 数学 思维 的 
特征 ,简化 了 数学 思维 的 过 程 ,是 数学 思维 的 载体 . 

数学 符号 体系 出 现在 16 世纪 ,通行 于 18 世纪 , 纵 观 世界 数学 
中, 可 以 看 出 ,数学 符号 的 使 用 极 大 地 推动 了 数学 的 发 展 . 有 人 把 
17 世纪 叫做 数学 的 天 才 时 期 ,把 18 世纪 叫做 发 展 时 期 . 这 两 个 世 
纪 数 学 之 所 以 取得 了 较 大 的 成 就 ,原因 之 一 就 是 大 量 创造 和 使 用 
了 数学 符号 . 

严整 的 符号 体系 ,独特 的 公式 语言 是 数学 区 别 于 其 他 学 科 的 
一 个 重要 特征 . 它 不 仅 简化 和 丰富 了 数学 理论 的 表达 方式 ,尤其 重 
要 的 是 ,只 有 在 准确 而 严整 的 符号 体系 下 ,才能 使 运算 成 为 可 能 . 
德国 数学 家 克 菜 因 曾 说 :“ 如 果 没 有 专门 的 符号 和 公式 ,简直 就 不 
可 能 有 现代 数学 .” 

数学 符号 的 种 类 繁多 ， 它 包括 数字 符号 、 运算 符号 .关系 符号 、 
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性 质 符号 .象形 符号 等 .到 目前 为 止 , 数 学 中 常见 的 符号 有 两 百 多 
种 ,这些 符 号 有 机 地 结合 在 一 起 ,构成 了 内 涵 深 刻 .丰富 .简明 的 数 
学 语言 ,成 为 “数学 王国 ”里 统一 规定 的 文字 . 


一 、 数 学 符号 系统 的 引入 


法 国 数学 家 韦 达 《Viete，Francoic 1540 ~ 1603) 是 第 一 个 把 
符号 引入 到 数学 中 的 人 ,16 址 纪 末 万 达 在 前 人 积累 下 来 的 经 验 基 
础 上 ,有 意识 地 .系统 地 使 用 字母 表示 数 . 

17 世纪 ,法国 数 学 家 笛 卡 儿 (Rene Descartes， 1596 一 1650) 
采用 字母 a,6,… 代表 已 知 量 , 用 字母 x,y,… 代表 未 知 量 , 用 a， 
,的 形式 表示 寡 , 初 步 建 立 了 代数 的 符号 系统 ,发 展 成 为 今天 
的 习惯 写法 . 


二 ,初等 数学 符号 系统 


1. 四 则 运算 、 相 等 .大 于 、 小 于 符号 

15 世纪 德国 数学 家 韦 德 曼 最 早 使 用 现代 的 加 号 “十 ”与 减 号 

1631 年 ,英国 数学 家 奥 特 雷 德 首次 以 “x” 表 示 两 数 相 乘 , 德 
国 数学 家 莱 布 尼 效 于 1698 年 提出 以 圆 点 ^“.” 表 示 乘 . 

1659 年 瑞士 数学 家 哈 纳 引 用 除 号 “一 ”, 莱 布 尼 北 首 次 以 冒号 

1557 年 ,英国 数学 家 雷 科 德 首次 采用 现今 通用 的 相等 符号 
“一 ”, 因 此 也 称 为 雷 科 德 符号 ,直至 17 世纪 末期 ,以 “二 ”为 等 号 才 
被 人 们 所 接受 ,并 渐 得 通用 . 

英国 著名 的 代数 学 家 哈里 奥 特 于 1631 年 开始 采用 现今 通用 
的 大 于 号 “ 汪 ” 与 小 于 号 “<<”. 

2. 负数 虚数 、 方 根 \ 绝 对 值 符号 

负数 是 由 中 国 古 代 ( 战 国 时 期 ) 的 数学 家 最 先 所 采用 及 应 用 
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的 ,在 4 九 章 算术 》 中 便 记载 了 负数 及 负数 的 运算 法 则 . 

而 西方 对 负数 的 认识 则 比 中 国 较 迟 ,到 15 世纪 后 才 正 式 应 用 
负数 . 直至 20 世纪 初 , 美 国学 者 享 廷 顿 才 开 始 采 用 接近 现在 的 负 
数 符号 形式 ,如 一 3, 一 2, 一 1,0, 十 1, 十 2, 十 3, 并 逐渐 成 为 现在 的 
正 负数 . 

第 一 个 对 负数 开 方 运算 进行 研究 并 得 到 虚数 及 其 运算 方法 的 
人 是 1545 年 的 意大利 学 者 卡 丹 诺 . 

1637 年 ,在 笠 卡 儿 的 《几何 学 》 一 书 中 第 一 次 出 现 了 虚数 的 
名 称 . 

1777 年 ,瑞士 的 数学 家 欧 拉 首次 以 i 来 表示 v 一 工 

1801 年 德国 数学 家 高 斯 系统 地 使 用 这 个 符 导 ,并 沿用 至 今 . 

1637 年 , 笛 卡 儿 采 用 w 作 平 方 根 号 、w ” 作 立 方 根 号 ;其 
后 ,各 次 方 根 号 都 逐渐 以 这 形式 表达 ,数学 家 欧 拉 认为 “w ”是 
由 拉丁 文 radix( 根 ) 的 第 一 个 字母 + 变形 而 来 . 

1841 年 德国 数学 家 维尔 斯 特 拉 斯 首先 引用 “ |‖ ”为 绝对 值 符 
号 ,沿用 至 今 . 

3. 行列 式 . 和 矩阵、 阶乘 .和 式 符 号 

1812 年 ,法 国 数学 家 柯 西 首先 采用 了 行列 式 这 个 名 称 ,1841 
年 ,英国 数学 家 凯 莱 在 研究 行列 式 问 题 时 ,在 正方 形 数 的 两 旁 各 画 
了 一 条 竖 线 ,这 就 是 行列 式 号 . 

“矩阵 ”一 词 是 英国 数学 家 西 勒 维 斯 特 在 1850 年 首先 使 用 的 . 


”表示 和 拖 阵 的 符号 应 归功 于 两 位 长 期 合作 的 英国 数学 家 凯 莱 和 西 勒 


维 斯 特 ,他们 对 和 抢 阵 的 理论 及 其 符号 的 运用 ,做 了 很 多 开创 性 的 
工作 . 
1751 年 , 欧 拉 以 大 写字 母 M 表 示 m 阶乘 ,1799 年 ,意大利 数学 
家 和 鲁 非 尼 在 他 出 版 的 方程 论著 述 中 , 则 以 小 写字 母 x 表 示 产 阶乘 ， 
而 在 1813 年 ,高 斯 则 以 IC) 来 表示 7 阶乘 .最 先 提 出 用 n! 作 为 阶 
站 9 四 


乘 符 号 的 人 是 克拉 姆 (1808 年 ), 后 来 经 过 欧姆 等 人 的 提倡 而 流 
行 ,直至 现在 仍然 通用 . 

用 “ >， ”来 表示 和 式 号 是 欧 拉 于 1755 年 首先 使 用 的 , >) 起 
源 于 希腊 文 ooYyapw( 增 加 ) ,是 单词 第 一 个 字母 c 的 大 写 . 

4. 儿 何 、 三 角 、 指 数 、 对 数 符号 

最 早 采 用 几何 符号 的 是 古 希 腊 数 学 家 海伦 ,公元 150 年 海伦 
采用 “A” 表 示 三 角形 . 

1633 年 埃 里 冈 用 ”| ”表示 垂直 . 

1657 年 奥 特 雷 德 用 “人 ”表示 角 , 琼 斯 等 人 用 “//” 表 示 平 行 . 

1679 年 莱 布 尼 效 用 “ ~” 表示 相似 ,用 “各 ”表示 全 等 . 

1659 年 , 雷 恩 是 首 个 以 符号 “..” 表 示 “ 所 以 ”,1805 年 ,英国 出 
版 的 (大众 数学 手册 》 中 首次 以 “"“ ”表示 “因为 ”, 但 直到 1827 年 ， 
才 日 渐 流 行 , 且 沿 用 至 今 . 

1626 年 德国 数学 家 阿 贝 尔 特 。 格 洛 德 用 符号 “sin”、“tan”、 
“sec” 和 表示 正弦 、 正 切 、 正 制 . 

1675 年 ,英国 数学 家 奥 届 特 用 “cos”、“cot”、“csc” 作 为 余弦 、 
余 切 、. 余 割 号 . 

1776 年 , 兰 伯 特 则 以 arcsin 表示 反正 孩 函 数 . 

1632 年 , 箔 卡 儿 系 统 地 采用 了 正 整 数 指数 ,以 较 小 的 阿拉 伯 
数字 放 于 右上 和 角 来 表示 指数 ,如 5a .1676 年 牛顿 发 展 了 管 卡 儿 的 
工作 ,最 先 使 用 了 正 指 数 和 人 负 指 数 , 整 数 指数 和 分 数 指数 . 

对 数 是 由 苏格兰 数学 家 纳 皮 尔 1594 年 发 明 的 ,1632 年 意大利 
数学 家 卡 瓦 列 里 是 首 个 采用 符号 log 的 人 ,“log” 源 于 拉丁 文 
Logarithm( 对 数 ) 的 前 三 个 字母 ;1893 年 , 皮 亚 诺 以 "lnz”“1lgz2”、 
“logsz” 分 别 表示 以 e 为 底 、 以 10 为 底 和 以 有 为 底 的 对 数 ,“lnN” 中 
的 “1” 是 Logarithm( 对 数 ) 的 第 一 个 字母 ,“n” 是 nature( 自 然 ) 的 
第 一 个 字母 . 
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三 、 微 积分 符号 系统 


1889 年 ,意大利 数学 家 皮 亚 诺 首先 使 用 “€E”,“&”,“ 必 ”， 
“C” 来 表示 属于 .不 属于 .包含 于 ,创立 集合 符号 ,后 来 莱 布 尼 兹 
创立 了 交集 、 并 集 符 号 “ 门 ”,“U”. . 

1694 年 ,约翰 。 伯 努 利 首次 提出 函数 概念 ,1734 年 , 欧 拉 首 次 
以 广 表示 函数 ,1820 年 , 赫 谢 尔 以 f(x) 表示 z 的 函数 . 

圆周 率 的 符号 r, 是 由 英国 数学 家 琼斯 在 1706 年 出 版 的 《新 数 
学 引 论 》 中 首次 创立 的 ,后 来 在 瑞士 数学 家 欧 拉 和 德国 数学 家 哥 
德 巴 薪 等 人 的 积极 倡导 下 被 人 们 接受 .采纳 .欢迎 、 确 定 下 来 . 

首先 以 e 表示 自然 对 数 的 底 是 欧 拉 ,字母 e 恰好 是 他 的 名 字 
“Euler” 中 的 第 一 个 字母 ,他 大 约 于 1727 年 或 1728 年 的 手稿 内 采 
用 这 符号 ,但 这 手稿 至 1862 年 才 付 印 ,而 丹尼尔 。 伯 努 利 、. 孔 多 塞 
及 兰 伯 特 则 分 别 于 1760 年 .1771 年 及 1764 年 采用 这 符号 ,沿用 至 


从 
一 人 时 


极限 符号 “lim” 是 由 法 国 数学 家 柯 西 引入 的 , 源 于 拉丁 文 
Limit( 极 限 ) 的 前 三 个 字母 

维尔 斯 特 拉 斯 提出 了 数列 极限 的 e 一 N 定 义 和 函 数 极限 的 e 一 
5 定义, 这样 的 符号 体系 至 今 仍 在 微 积分 书籍 中 使 用 . 

1655 年 英国 数学 家 活 利 斯 著 ( 无 穷 算术 》, 导 入 无 穷 级 数 与 无 
穷 乘积 ,首创 无 穷 大 符号 oc. 

在 函数 /或 者 y 的 上 方 加 一 个 “” 的 方法 来 表示 导数 , 即 用 
y , 手 来 表示 导数 是 法 国 数学 家 拉 格 朗 日 创 用 的 ,又 称 为 拉 格 朗 日 
记号 . 

微分 符号 dy ,df , 微 商 符号 和 是 数学 家 莱 布 尼 兹 首先 创 用 


的 ,又 称 为 莱 布 尼 效 记号 ,符号 的 巧妙 之 处 在 于 清楚 地 指出 了 这 是 
对 变量 z 的 导数 . 当 讨论 一 个 函数 对 不 同 的 变量 求 导 时 ,就 显示 了 
。11 。 


这 种 符号 的 优越 性 ， 
不 定 积分 符号 | 也 是 荧 布 尼 效 创 用 的 ,| 是 “Summa”( 和 ) 第 


一 个 字母 “S” 拉 长 以 后 的 写法 . 
1779 年 ,数学 家 拉 普 拉 斯 首先 给 出 了 “ 定 积分 ”这 一 名 词 , 现 


在 使 用 的 定 积分 号 f(z)dz 是 1819 年 到 1822 年 间 , 由 法 国 数学 


家 富里 埃 首先 使 用 的 ,这 个 符号 清楚 地 表示 出 积分 的 上 限 和 下 限 ， 
应 用 起 来 非常 方便 . 
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阿 基 米 德 是 微 积 分 创立 过 程 中 的 著名 数学 家 ,他 提出 了 落 名 
的 “ 阿 基 米 德 公理 ”. 他 在 4《 拓 物 弓形 求 积 》 中 用 穷竭 法 求 出 抛物 线 
如 形 的 面积 .他 的 数学 思想 中 蔓 伟 着 微 积 分 的 思想 ee 
萌芽 , 阿 基 米 德 被 称 为 微 积 分 计算 的 鼻祖 . 

本 部 分 主要 介绍 阿 基 米 德 的 主要 贡献 、 阿 基 米 德 的 几 个 放 事 
以 及 他 的 微 积分 著作 一 一 《抛物 弓形 求 积 》. 


按 级 计算 法 ， vai lr hi 
i 


并 利用 这 一 原理 设计 制造 了 许多 机 械 ,发 现 了 浮力 定律 . 在 天 文学 
方面 也 有 出 色 的 成 就. 

阿 基 米 德 不 仅 在 理论 上 成 就 璀璨 ,还 是 一 个 富有 实践 精神 的 
工程 学 家 . 他 一 生 设计 、 制 造 了 许多 机 器 ,除了 杠杆 系统 外 ,还 有 举 
重 滑轮 . 灌 地 机 、 扬 水 机 以 及 军事 上 用 的 投射 器 等 ， 

阿 基 米 德 汪 是 一 位 爱国 主义 者 ,他 设计 了 许多 军事 轿 械 ,抵制 
住 了 罗马 帝国 两 年 的 入侵 ,后 来 由 于 域 池 失守 ,被 罗马 士兵 杀害 . 

阿 基 米 德 的 科学 著作 主要 有 (《 圆 的 度量 》《 抛 物 弓 形 求 积 》、 
《 论 球 与 圆柱 》《 论 螺 线 》《 处 理 力学 问题 的 方法 》 在 他 的 著作 中 
包含 许多 创造 性 发 现 . 阿 基 米 德 的 著作 将 熟练 的 计算 技巧 与 严格 
证 明 融 为 一 体 ， 并 包含 了 微 积分 思想 的 萌芽 ， 被 尊 为 古代 数学 中 精 
确 性 与 创造 性 的 典范 


二 、 阿 基 米 德 的 几 个 故事 


在 古代 科学 家 的 故事 中 ,关于 阿 基 米 德 的 传说 最 多 ， 而 且 每 一 
个 故事 都 非常 动听 . 下面 选取 儿 个 进行 简单 介绍 . 
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1. 浴池 里 的 发 现 

传说 希 罗 国王 曾 请 他 这 位 聪明 的 亲属 阿 基 米 德 去 测定 金 于 出 
制 好 的 王冠 ,看 看 是 像 工匠 所 说 的 那样 是 纯 金 的 ,还 是 挫 有 银子 的 
混合 物 . 国王 事先 严 记 地 告诫 阿 基 米 德 在 测定 时 不 得 和 毁坏 王冠 . 

阿 基 米 德 想 了 很 多 办 法 ,但 都 失败 了 . 他 朝 思 墓 想 , 还 是 茫然 
不 知 所 措 . 有 一 天 , 当 他 泡 在 一 满 倪 水 里 洗澡 时 ,发 现 水 游 了 出 来 ， 
同时 感到 身体 的 重量 在 水 中 也 减轻 了 .忽然 一 个 内 念 使 他 联想 到 ， 
溢出 水 量 的 体积 等 于 他 身体 浸入 水 中 的 那 部 分 体积 .那么 ,如 果 他 
把 王冠 浸 人 水 中 ,根据 水 面 上 升 的 情况 ,他 就 能 说 出 王冠 的 体积 . 
他 将 王冠 的 体积 与 等 量 金子 的 体积 进行 比较 ,如 果 两 者 体积 相等 ， 
就 证 明王 冠 是 纯 金 的 ;假如 王冠 内 挫 有 银子 的 话 , 王 冠 的 体积 就 会 
大 些 . 想到 这 里 ,他 抑制 不 住 自己 喜悦 的 心情 ,猛然 从 浴盆 中 跃 出 ， 
全 身 赤 条 条 地 奔 到 氢 拉 十 的 大 街 上 ,径直 癌 皇 宫 跑 去 ,他 边 跑 边 
喊 :我 知道 了 ! 我 知道 了 !2” 故事 的 结局 是 王冠 确实 被 挨 人 一 部 分 
银子 , 造 王 冠 的 金 匠 被 处 以 死刑 .这 就 是 阿 基 米 德 发 现 浮力 原理 的 
故事 . 

2. 我 要 移动 地 球 

在 埃及 ,公元 前 1500 年 ， 就 有 人 使 用 杠杆 来 抬 起 重 的 东 西 , 但 是 
人 们 不 懂得 其 中 的 道理 , 阿 基 米 德 细心 地 研究 了 这 个 原理 . 阿 基 米 
德 指出 ,在 支点 远 端 的 一 个 小 物体 ,会 与 支点 近 端 的 一 个 大 物体 平 
衡 ,而 且 指 出 该 物体 的 重量 和 离 支 点 的 距离 成 反比 . 这 一 原理 解释 
了 为 什么 一 大 块 顽 石 能 用 铁 棍 摇 起 的 原因 . 因为 铁 棍 正 是 一 种 杜 
杆 , 铁 棍 远 端的 力 与 铁 棍 近 端 重 物 的 力 相 平 衡 . 

有 一 次 , 阿 基 米 德 对 叙 拉 古国 王 说 :“ 如 果 给 我 一 个 支点 ,我 将 
移动 地 球 !1” 国 王 听 了 非常 吃惊 ,于 是 命令 他 去 移动 放 在 海边 的 一 条 
大 船 . 这 条 大 船体 积 大 ,相当 重 , 很 多 人 都 因为 拉 不 动 而 感到 束 手 无 
策 ,于 是 阿 基 米 德 设 计 了 一 组 装置 ,用 钩子 钩 住 一 组 做 成 滑轮 形式 
的 杠杆 . 阿 基 米 德 非常 舒服 地 坐 在 椅子 上 , 训 不 费劲 地 用 一 只 手 就 

es。 TD 。 
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把 一 艘 满载 货物 的 大 船 从 港口 一 直 拉 到 上 岸上. 

3. 用 新 式 武器 阻挡 罗马 军队 

阿 基 米 德 年 老 的 时 候 , 叙 拉 古 国 和 罗马 之 间 发 生 了 战争 . 罗马 
军队 的 最 高 统帅 马 塞 拉 斯 率领 罗马 军队 包围 了 他 所 居住 的 城市 ， 
还 占领 了 海港 . 阿 基 米 德 虽 不 赞成 战争 ,但 又 不 得 不 尽 自己 的 天 
职 , 保 卫 目 己 的 祖国 . 他 制造 了 一 种 叫做 石 贺 的 抛 石 机 ,把 大 石 块 
投向 罗马 军队 的 战舰 ,或 者 使 用 发 射 机 把 予 和 石 块 射 问 罗马 士兵 
阿 基 米 德 还 发 明了 多 种 武器 ,来 阻挡 罗马 军队 的 前 进 . 他 发 明了 大 
型 起 重 机 , 把 罗马 的 战舰 高 高 地 吊 起 ,随后 呼 地 一 声 将 其 摔 下 大 
海 , 船 破 人 亡 . 最 后 罗马 士兵 都 不 敢 靠 近 城 墙 , 只 要 有 一 根 绳子 在 
上 方 出 现 , 他 们 就 会 被 吓 跑 ,因为 他 们 相信 那个 可 怕 的 阿 基 米 德 一 
定 在 用 一 种 什么 新 奇 的 怪物 ,会 使 他 们 一 命 鸣 呼 . 

4. 镜子 聚 光 

太阳 的 光 和 热 使 地 球 上 的 万 物 生长 , 它 蔓 藏 着 无 穷 无 尽 的 能 
量 .那么 ,是 谁 最 早 想到 把 太阳 能 聚集 起 来 加 以 利用 的 呢 ? 

再 说 叙 拉 古城 遭 到 罗马 军队 的 侵袭 ,罗马 军队 乘 着 扬帆 的 战 
舰 , 炊 武 扬 威 地 驶 向 叙 拉 古 港口 , 叙 拉 古城 的 青 壮 年 和 士兵 们 一 起 
上 前 线 去 了 , 城 里 只 剩 下 了 老人 、 妇 女 和 孩子 , 处 于 万 分 危急 的 
时 刻 . 

就 在 这 时 ,年 迈 的 阿 基 米 德 为 了 自己 的 祖国 又 站 了 出 来 . 他 让 
妇女 和 和 孩子 们 每 人 都 拿 着 自己 家 中 的 镜子 一 齐 来 到 海岸 边 , 让 镜 
子 对 准 强烈 的 阳光 ,集中 照射 到 敌 舰 的 主 帆 上 ,和 干 百 面 镜子 的 反光 
聚集 在 船 骨 的 一 点 上 , 船 帆 燃 烧 起 来 了 ,火势 趁 着 风力 , 越 烧 越 旺 ， 
罗马 人 不 知 底细 ,以 为 阿 基 洲 德 又 发 明了 新 式 武器 ,就 慌 慌 张 张 地 
退却 了 . 

5. 没有 捷径 可 以 走 

阿 基 米 德 不 仅 是 一 个 里 越 的 科学 家 ,而 且 是 一 个 很 好 的 老师 . 
他 生前 培养 过 许多 学 生 ,在 这 些 学 生 中 有 一 个 特别 的 人 物 ,他 是 希 
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腊 国 王 多 禄 米 . 

闲 着 没事 的 多 禄 米 , 有 一 天 忽然 心血 来 潮 想 学 一 点 儿 什 么 东 
西 . 当时 , 阿 基 米 德 已 是 一 位 十 分 著名 的 科学 家 了 . 多 禄 米 想 了 一 
想 ,决定 把 阿 基 米 德 请 来 , 拜 他 为 师 , 学 习 一 点 几何 知识 . 接 到 国王 
召见 , 阿 基 米 德 不 敢 急 慢 , 急 忙 来 到 了 皇宫 . 这 里 金 匠 辉煌 ,气势 典 
雅 . 白玉 大 理 石 铺 成 的 透明 地 板 , 水 晶 珍 珠 般 的 吊灯 , 雕 龙 刻 虎 的 
巨大 梁 柱 , 把 整 座 宫 砍 装扮 得 格外 豪华 、 漂 亮 . 阿 基 米 德 一 边 欣赏 
着 宫殿 中 的 装饰 ,心中 一 边 想 ,这 些 宏伟 的 建筑 中 不 知 凝结 了 多 少 
科学 家 和 劳动 人 民 的 智慧 和 心血 ,尤其 是 那些 精巧 .别致 的 设计 ， 
无 不 反映 出 建造 者 们 在 数学 、 特 别 是 几何 学 方面 很 高 的 造 谐 . 

从 此 以 后 , 阿 基 米 德 就 当 上 了 国王 的 私人 数学 教师 . 刚 开 始 上 
几何 课时 ,国王 挺 认真 ,似乎 下 了 决心 要 学 好 这 门 课 .可 是 ,时 间 一 
长 ,多 禄 米 的 兴趣 就 逐渐 往 下 落 了 ,尽管 阿 基 米 德 讲 授 的 几何 学 内 
容 都 很 浅显 ,但 对 于 不 爱 学 习 的 国王 而 言 ,一 堂 课 的 时 间 简 直 比 一 
年 还 长 ,他 日 益 显 出 不 耐烦 的 情绪 . 对 国王 情绪 的 变化 , 阿 基 米 德 
看 到 眼 里 , 记 在 心中 . 他 仍然 一 如 既往 的 认真 讲课 . 他 细心 而 又 耐 
心地 向 多 禄 米 讲 解 着 各 种 几何 的 图 形 .原理 以 及 计算 方法 . 可 是 多 
禄 米 对 眼前 出 现 的 一 个 个 三 角形 、 正 方形 、 萎 形 的 图 案 毫 无 兴趣 ， 
有 点 异 异 欲 睡 了 . 阿 基 米 德 来 到 多 禄 米 的 身边 ,用 手 推 推 他 ,这 位 
国王 勉强 睁 开 悍 松 的 睡 眼 , 没 等 阿 基 米 德 说 话 , 他 反而 先 问 :“ 请 
问 ,到底 有 没有 比 你 的 方法 简捷 一 些 的 学 习 几 何 学 的 方法 和 途径 ? 
用 你 这 种 方法 实在 太 难 学 了 .” 

听 了 国王 的 问题 , 阿 基 米 德 思考 着 ,冷静 地 回答 道 ; “陛下 , 乡 
下 有 两 种 道路 ,一 条 是 供 老百姓 走 的 乡村 小 道 , 一 条 是 供 皇 家 贵族 
走 的 宽阔 的 坦途 ,请 问 陛下 走 的 是 哪 一 条 道路 呢 ”, “当然 是 皇家 的 
坦途 呀 ?! 多 禄 米 回 答 得 十 分 干脆 ,但 又 感到 茫然 不 解 . 阿 基 米 德 继 
续 说 ;“ 不 错 , 您 当然 是 走 皇家 的 坦途 ,但 那 是 因为 您 是 国王 的 缘 
故 . 可 现在 ,您 是 一 名 学 生 . 要 知道 ,在 几何 学 里 ,无 论 是 国王 还 是 
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百姓 ,也 无 论 是 老师 还 是 学 生 , 大 家 只 能 走 同 一 条 路 . 因为 ,走向 学 
间 是 没有 什么 皇家 大 道 的 . ”国王 多 禄 米 怒 巴 着 眼睛 , 似 懂 非 懂 地 
思考 了 一 下 ,总 算 理 解 了 阿 基 米 德 这 番 话 的 含义 ,于 是 重新 打 起 精 
神 , 听 阿 基 米 德 继续 讲课 . 

6. 别 弄 坏 我 的 图 

公元 前 212 年 ,罗马 军队 进入 了 投 拉 古城. 罗马 军队 的 统帅 马 
塞 拉 斯 下 了 一 道 命令 :“ 要 活捉 阿 基 米 德 ”. 在 战争 失败 后 , 阿 基 米 
德 对 现实 采取 了 学 者 的 超然 漠视 的 态度 ,专心 致力 于 数学 问题 的 
研究 . z 

有 一 天 , 阿 基 米 德 坐 在 残缺 的 石 雯 旁边, 正在 沙 地 上 画 着 一 个 
儿 何 图 形 .一 个 罗马 士兵 命令 阿 基 米 德 离开 ,他 傲慢 地 做 了 个 手势 
说 : 列 弄 坏 我 的 图 !” 罗 马 士 兵 勃然 大 怒 , 马 上 用 刀 一 刺 ,就 杀 死 
了 这 位 伟大 的 科学 家 . 

阿 基 米 德 被 杀 的 消息 传 来 ,最 为 忱 惜 的 就 是 那 位 罗马 军队 的 
统帅 马 塞 拉 斯 ,他 处 死 了 杀害 阿 基 洲 德 的 士兵 并 为 阿 基 米 德 举行 
了 隆重 的 葬礼 . 阿 基 米 德 的 遗体 磊 在 西西 里 岛 , 莫 碑 上 刻 着 一 个 圆 
柱 内 切 球 的 图 形 ,以 纪念 他 在 几何 学 上 的 日 越 贡献 . 


三 、 微 积分 著作 《抛物 弓形 求 积 》 


《抛物 弓形 求 积 》 是 阿 基 米 德 对 微 积 分 作出 贡献 的 一 部 重要 
著作 ,在 这 部 著作 中 ,他 把 欧 几 里 得 的 严格 推理 的 逻辑 方法 与 柏 拉 
图 先天 的 丰富 想象 和 和谐 地 结合 起 来 ,把 欧 多 克 斯 等 人 的 穷竭 法 与 
德 莫 克利 特 的 原子 论 观 念 结合 起 来 . 他 提出 了 著名 的 阿 基 米 德 公 
理 , 用 现代 数学 语言 表述 为 :对 于 任何 两 个 正 数 4,5, 如 果 a 二 5; 则 
必 有 自然 数 n, 使 n Xa 二 56. : 

阿 基 米 德 确定 了 抛物 线 弓 形 、 螺 线 、 圆 形 的 面积 以 及 椭 球 体 、 
抛物 面体 等 各 种 复杂 几何 体 的 表面 积 和 体积 的 计算 方法 . 

阿 基 米 德 在 《抛物 弓形 求 积 》 中 的 许多 新 发 现 是 通过 力学 手 
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段 得 到 的 ,最 终 从 几何 学 上 加 以 证 明 , 全 篇 共 24 个 命题 . 
阿 基 米 德 在 4 抛物 弓形 求 积 》 一 书 中 ,使 用 穷竭 法 求 出 了 抛物 
线 号 形 的 面积 :由 一 抛物 线 与 其 一 条 弦 围 成 的 抛物 号 形 的 面积 等 


于 与 抛物 弓形 同 底 等 高 的 三 角形 面积 的 生 . "( 命 古 24) 


阿 基 米 德 用 两 种 方法 求 得 上 述 结论 ,首先 运用 了 力学 方法 ,在 
命题 16 中 给 出 : 

“抛物 弓形 以 Qg 为 底 (9g 到 弓形 顶点 的 距离 不 远 于 Q), 过 gg 点 
作 直 线 gE 平行 于 抛物 线 的 轴 , 生 与 Q@ 点 的 切线 相交 于 EE, 证 明 马 
形 的 面积 等 于 八 EgQ 的 面积 的 三 分 之 一 .” 

之 后 他 运用 一 系列 定理 (命题 18 一 24) 给 出 了 严格 的 数学 
证 明 . 

阿 基 米 德 的 证 明 使 用 了 穷竭 法 ， 0 
但 该 处 与 他 的 其 他 著作 中 所 采用 的 穷 
竭 法 的 形式 不 同 , 没 有 用 通常 的 扩 约 ， 
而 是 采用 了 我 们 可 称 之 为 通 近 的 方 
法 . 他 用 一 系列 三 角形 “穷竭 ”抛物 马 
形 ( 见 图 3-1). 

如 果 Ai; 为 原 三 角形 (P 为 抛物 线 
顶点 ), 以 此 三 角形 的 两 边 为 底 所 作 的 


两 小 三 角形 之 和 为 了 A1, 继续 此 程 9 
序 ,各 小 三 角形 之 和 依次 为 和 
1 1 
2 A 石和 ， 


为 证 明 抛 物 弓 形 的 面积 等 于 全 4; , 阿 基 米 德 首先 在 命题 22 中 


证 明了 以 上 序列 的 有 限 项 之 和 小 于 号 形 的 面积 ,之 后 在 命题 23 中 
证 明了 : 
»* 19 。， 
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如 果 序 列 Ai ,As ,4A, ,… 满足 条 件 A = 4A; ,A, 二 44;,… 则 
A 十 Ai 十 As 十 … 十 A 十 吉 A, 一 全 Ai 

由 以 上 结论 及 《几何 原本 》 第 X 卷 命 题 1, 阿 基 米 德 利用 双重 
归 廖 法 证 明了 抛物 弓形 面积 等 于 $A, ,这 里 他 实际 上 是 求 出 了 一 


个 无 穷 几何 级 数 的 和 . 推演 这 个 公式 的 过 程 类 似 于 现代 微 积分 中 
所 说 的 逐步 近似 求 极限 的 方法 . 

他 在 《抛物 弓形 求 积 》 一 书 中 ， 
在 还 计算 出 了 以 他 的 名 字 命 名 的 
曲线 阿 基 米 德 螺 线 p = a0， 
Ce>0) 第 一 周围 成 的 区 域 的 
面积 . 

他 的 求法 用 今天 的 符号 表示 
就 是 :将 2r 作 等 份 ,在 每 一 部 分 
上 做 出 顶 角 为 径 的 内 接 圆 扇形 和 图 3 


外 接 加 局 形 ( 见 图 3-2) ,它们 的 面积 之 和 ,分 别 用 A,,S, 表示 , 显 
然 所 求 之 面积 S 满足 不 等 式 A, 二 S 二 5S, ,经 过 计算 


4. 一 和 mo 人 (1 一 元) 人 (1 一 芒 )， 


S, = sa (l + 元) 人 (1 -去 ) 

于 是 ,对 任意 的 n, 有 A, < ma 之 S,. 

阿 基 米 德 经 过 猜测 ,并 使 用 反 证 法 进行 了 证 明 , 得 出 螺 线 第 一 
周 所 围 成 的 面积 S, 一 人 a7. 


在 这 里 他 使 用 了 类 似 于 现代 积分 学 中 的 大 和 、 小 和 的 概念 ,他 
突破 了 传统 的 有 限 运算 ,大胆 地 采用 了 无 限 逼 近 的 思想 ,从 而 将 穷 
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竭 法 发 展 到 了 高 峰 . 但 是 由 于 当时 没有 极限 概念 ,不 承认 无 限 , 因 
此 ,穷竭 法 仍 是 有 限 的 形式 ,并 且 局 限 在 几何 直观 上 ,运算 也 很 繁 
珊 , 所 以 自 阿 基 米 德 之 后 ,很 长 时 间 没 有 被 人 重视 ,尽管 这 种 方法 
有 很 大 的 缺点 ,但 是 他 的 求 积 方法 已 具有 和 定 积分 思想 的 萌芽 ， 

《抛物 号 形 求 积 》 与 阿 基 米 德 的 其 他 著作 一 样 体 现 了 阿 基 米 
德 数学 论证 的 高 度 严格 性 ,他 清楚 地 意识 到 物理 论证 和 数学 证 明 
之 间 的 区 别 ,这 一 点 在 数学 史上 得 到 了 高 度 评价 . 


。2] 。 
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加 数 是 数学 中 最 重要 的 基本 概念 ,也 是 微 积分 的 研究 对 象 . 
“用 函数 来 思考 ” 是 大 数学 家 克 菜 因 领 导 的 数学 教育 改革 运动 的 
口号 . 函数 概念 经 历 了 漫长 的 发 展 过 程 , 函 数 概 念 列 涵 着 丰富 的 辨 
证 思想 ,函数 思想 有 着 广泛 的 应 用 . 
z 本 部 分 主要 介绍 函数 概念 的 产生 与 发 展 、 函 数 思想 及 其 在 微 
积分 中 的 体现 ， 


一 \ 范 数 概念 的 产生 与 发 展 


级 数 概念 的 萌芽 ,可 以 追溯 到 古代 对 图 形 轨 迹 的 研究 . 随 着 社 
会 的 发 展 , 人 们 逐渐 发 现 , 在 所 有 已 经 建立 起 来 的 数 的 运算 中 , 某 
些 量 之 间 存 在 着 一 种 规律 :一 个 或 几 个 量 的 变化 ,会 引起 另 一 个 量 
的 变化 ,这 种 从 数学 本 身 的 运算 中 反映 出 来 的 量 与 量 之 间 的 相互 
依赖 关系, 就 是 函数 概念 的 萌芽 . 

在 代数 学 的 方程 理论 中 ,对 不 定 方程 的 求解 ,使 得 人 们 对 函数 
概念 逐步 由 模糊 趋向 清晰 . 

恩格斯 指出 ;数学 中 的 转折 点 是 笛 卡 儿 的 变数 ,有 了 变数 , 运 
动 进 入 了 数学 ;有 了 变数 ,辩证 法 进入 了 数学 ,” 

笛 卡 儿 在 1637 年 出 版 的 《几何 学 》 中 ,第 一 次 涉及 到 变量 ,他 
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称 为 “未 知 和 未 定 的 量 ”, 同 时 也 引入 了 函数 的 思想 . 他 在 指出 > 和 
Zz 是 变量 的 时 候 , 已 注意 到 y 依赖 于 xz 而 变 . 

英国 数学 家 格雷 果 里 (James Gregorg，1638 ~ 1675) 在 1667 
年 给 出 的 函数 的 定义 ,外 认为 是 清 数 解析 定义 的 开始 . 

格雷 果 里 在 “ 论 圆 和 双 曲 线 的 求 积 ” 中 将 函数 定义 为 

“从 一 些 其 他 量 经 过 一 系列 代数 运算 或 任何 其 他 可 以 想象 的 
运算 而 得 到 的 一 个 量 .?” 

这 里 的 运算 指 的 是 五 种 代数 运算 以 及 求 极 限 运 算 , 但 这 一 征 
义 未 能 引起 人 们 的 重视 . 

一 般 公 认 最 早 给 出 也 数 定义 的 是 德国 数学 家 菜 布 尼 兹 . 莱 布 
尼 效 在 1673 年 的 一 篇 手稿 中 ,把 任何 一 个 随 着 曲线 上 的 点 变动 而 
变动 的 几何 量 , 如 切线 法 线 、 点 的 纵 坐 标 都 称 为 消 数 ;并 有 旦 强调 这 
条 曲线 是 由 一 个 方程 式 给 出 的 . 莱 布 尼 效 又 在 1692 年 的 论文 中 ， 
称 工 戎 的 z,z,z 等 为 的 究 数 ,把 究 与 晃 数 看 作 同 义 语 , 以 后 又 
用 “函数 ”表示 依赖 于 一 个 变量 的 量 . 

函数 概念 被 提出 后 ,由 于 微 积分 学 的 发 展 ,也 数 概念 也 不 断 进 
行 扩 张 , 日 趋 深化 . 致使 函数 概念 逐渐 精确 化 、 科 学 化 . 函数 概念 在 
发 展 过 程 中 ,大 致 经 过 了 以 下 几 个 阶段 的 扩张 . 

第 一 次 扩张 主要 是 解析 扩张 ,提出 了 “解析 的 函数 概念 ”. 瑞士 
数学 家 约 坦 。 但 努 利于 1698 年 给 出 了 函数 新 的 定义 :由 变量 x 和 
常量 用 任何 方式 构成 的 量 都 可 以 叫做 二 的 责 数 . 这 里 的 “任何 方 
式 ” 包 括 了 代数 式 子 和 超越 式 子 . 

1748 年 欧 拉 在 《4 无穷小 分 析 引 论 》 中 给 出 的 函数 定义 是 :“ 变 
量 的 函数 是 一 个 解析 表达 式 , 它 是 由 这 个 变量 和 一 些 常量 以 任何 
方式 组 成 的 .” 

1734 年 欧 拉 还 曾 引 入 了 消 数 符号 f(z), 并 区 分 了 显 函 数 和 隐 
范 数 . 单 值 函 数 和 多 值 函 数 、 一 元 函数 和 多 元 函数 等 . 

在 18 世纪 占 主 要 地 位 的 观点 是 ,把 函数 理解 为 一 个 解析 表达 
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式 ( 有 限 或 无 限 的 ). 

第 二 次 扩张 是 几何 方面 的 扩张 ,提出 了 “几何 的 函数 概念 ”18 
世纪 中 期 的 一 些 数 学 家 发 展 了 荣 布 尼 兹 将 孙 数 看 作 几 何 量 的 观 
点 ,而 把 曲线 称 为 函数 (因为 解析 表达 式 在 几何 上 表示 为 曲线 )， 

达 戎 贝尔 在 1746 年 研究 弦 振 动 问题 时 ,提出 了 用 单独 的 解析 
表达 式 给 出 的 曲线 是 函数 ,后 来 欧 拉 发 现 有 些 曲 线 不 一 定 是 由 单 
个 解析 式 给 出 的 ,因此 提出 了 一 个 新 的 定义 ,函数 是 :“zy 平面 上 
随手 画 出 来 的 曲线 所 表示 的 y 与 x 的 关系 .” 即 把 函数 定义 为 由 单 
个 解析 式 表 达 出 的 连续 项 数 , 也 包括 由 若干 个 解析 式 表 达 出 的 不 
连续 函数 (不 连续 函数 的 名 称 是 由 欧 拉 提出 的 ). 

第 三 次 扩张 ,朴素 地 反映 了 函数 中 的 辩证 因素 ,体现 了 “ 自 变 ” 
到 “ 因 变 ”的 生动 过 程 ,形成 了 “科学 孔 数 定义 的 锥 型 ”. 1775 年 , 欧 
拉 在 《微分 学 》 一 书 中 ,给 出 了 函数 的 另 一 定义 :“ 如 果 某 些 变量 ， 
以 这 样 一 种 方式 依赖 于 另 一 些 变量 , 即 当 后 者 变化 时 ,前 者 也 随 之 
变化 , 则 称 前 面 的 变量 为 后 面 变 量 的 范 数 .” 值 得 指出 的 是 ,这 里 
的 “依赖 >“ 随 之 变化 ”等 等 的 含义 仍 不 十 分 确切 . 这 个 定义 限制 
了 概念 的 外 延 , 它 只 能 算 了 图 数 梳 念 的 科学 雏 型 . 

在 这 次 函数 概念 的 扩张 中 ,19 世纪 最 杰出 的 法 国 数学 家 柯 西 
在 1821 年 所 著 的 《解析 教程 》 中 ,给 出 了 如 下 图 数 定义 :在 某 些 变 
量 间 存在 着 一 定 的 关系 , 当 一 经 给 定 其 中 某 一 变量 的 值 , 其 他 变量 
的 值 也 随 之 确定 , 则 将 最 初 的 变量 称 为 自 变 量 ,其 他 各 个 变量 称 为 
国 数 . ”这 个 定义 把 函数 概念 与 曲线 、 连 续 、 解 析 式 等 纠缠 不 清 的 
关系 给 予 了 澄清 ,也 避免 了 数学 意义 欠 严 格 的 “变化 ”一 词 . 项 数 
是 用 一 个 式 子 或 多 个 式 子 表示 ,甚至 是 否 通 过 式 子 表示 都 无 关 

”第 四 次 扩张 ,可 称 为 “科学 函数 定义 ”进入 精确 化 阶段 . 德国 
数学 家 狄 利 克 雷 于 1837 年 给 出 了 函数 定义 : 

“ 若 对 z(a 委 工 委 日 的 每 一 个 值 ,y 总 有 完全 确定 的 值 与 之 
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对 应 ,不 管 建立 起 这 种 对 应 的 法 则 的 方式 如 何 ,都 称 y 是 xz 的 函 
”这 一 定义 彻底 地 抛弃 了 前 面 一 些 定义 中 解析 式 的 束缚 ,强调 
和 窗 出 函数 概念 的 本 质 , 即 对 应 思想 ,使 之 具有 更 加 丰富 的 内 涵 . 
因而 ,此 定义 才 真 正 可 以 称 得 上 是 函数 的 科学 定义 ,为 理论 研究 和 
实际 应 用 提供 了 方便 . 
狄 利克 雷 还 给 出 了 著名 的 函数 (人 们 称 为 狄 利克 雷 沙 数 ) , 这 
个 函数 是 难以 用 简单 的 包含 自 变 量 x 的 解析 式 表 达 的 ,但 按照 上 
述 定 义 的 确 是 一 个 函数 . 
为 使 函数 概念 适用 范围 更 加 广泛 ,人 们 对 函数 定义 作 了 如 下 
补充 : 
“ 哺 数 y = 二 jz) 的 自 变 量 , 可 以 不 必 取 [a,bj 中 的 一 切 值 , 而 
可 以 仅 取 其 任 一 部 分 .” 
换 句 话说 就 是 z 的 取 值 可 以 是 任意 数 集 , 这 个 集合 中 可 以 有 
有 限 个 数 ,也 可 以 有 无 限 多 个 数 , 可 以 是 连续 的 ,也 可 以 是 离散 的 . 
这 样 就 使 函数 成 了 一 个 非常 广泛 的 概念 . 但 是 , 自 变量 及 孔 数 仍然 
仅 限 于 数 的 范围 , 而 且 也 没有 意识 到 “函数 ”应 当 指 对 应 法 则 
本 身 . 
我 们 在 中 学 里 接触 到 的 函数 ,都 是 解析 函数 ,在 高 等 数学 里 我 
们 会 接触 到 更 广泛 的 函数 . 
1,X 为 有 理 数 ， 
如 :分 段 函数 D(x) = lo 入 无 理 数 


积分 表示 的 函数 F(x) 一 | fa 


级 数 表示 的 函数 (zx) = 六 二 


第 五 次 扩张 ,提出 了 近代 函数 定义 ”. 美国 数学 家 维 布 伦 的 函 
数 定义 ,是 建立 在 重新 定义 变量 、 变 域 和 常量 的 基础 上 的 . 所 请 变 
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量 ,是 代表 某 集 合 中 任意 一 个 “元 素 ” 的 记号 ,由 变量 所 表示 的 任 
一 元 素 , 称 为 该 变量 的 值 . 变量 zx 代表 的 “元 素 ” 的 集合 ,为 该 变量 
的 变 域 ,而 常量 是 上 述 集合 中 只 包含 一 个 “元 素 ” 情 况 下 的 特殊 变 
量 . 这 样 的 变量 与 常量 的 定义 , 比 原来 的 定义 更 趋 一 般 化 了 , 而且 
死 服 了 以 往 变 量 定 义 的 缺陷 ,变量 “变动 ”改进 为 变量 在 变 域 ( 集 
合 ) 中 代表 一 个 个 元 素 ， 

利用 这 一 变量 的 定义 , 维 布 伦 给 出 了 近代 承 数 定义 : 

“ 设 集 合 X 了 ,如 果 X 中 每 一 个 元 素 z 都 有 Y 中 唯一 确定 的 元 
素 y 与 之 对 应 ,那么 我 们 就 把 此 对 应 叫做 从 集合 X 到 集合 Y 的 映 
射 , 记 作 f:X 一 Y,y 二 f(x).” 

映射 的 特殊 情况 ,从 数 集 到 数 集 的 映射 就 是 前 面 狄 利克 雷 的 
尔 数 定义 ;从 “ 数 集 ” 到 “和 集 ” 仪 一 字 之 差 , 但 合意 却 大 不 相同 . 从 而 
使 函数 概念 摆脱 了 数 的 束缚 ,使 得 函数 概念 能 广泛 地 应 用 于 数学 
的 各 个 分 支 及 其 他 学 科 中 . 

第 六 次 扩张 ,提出 了 “现代 函数 定义 ”. 

19 世纪 康 托 尔 创 建 了 集合 论 , 基数 概念 进 人 了 集合 论 的 范 
畴 ;使 函数 概念 纯粹 地 使 用 集合 论语 言 日 进行 定义 . 

在 这 种 情形 下 , 函数 .映射 又 归结 为 一 种 更 为 广泛 的 概念 
一 一 关系 . 

“ 设 集合 关 、 了 ,定义 与 Y 的 积 集 XXY 如 下 :XXY={(x， 
2) | 工 XX,y EY), 积 集 XXXY 中 的 一 个 子 集 R 称 为 和 与 了 的 
一 个 关系 , 阁 (z,y) € R, 则 称 z 与 y 有 关系 尺 , 记 为 XYR(y); 若 (zx， 
y) 儿 民 , 则 称 z 与 y 无 关系 RR. 设 f 是 z 与 > 的 关系 , 即 fCXX 
Y, 如 果 (zy)、 (zz) E f, 必 有 y= 二 zz, 那 么 称 f 为 XX 到 Y 的 映射 
或 也 数 .” 

这 就 是 现代 的 函数 定义 ,人 它 在 形式 上 回避 了 “对 应 ”术语 ,使 
用 的 全 部 是 集合 论 的 语言 ,一 扫 原 来 定义 中 关于 “对 应 ”的 含义 存 
在 着 的 模糊 性 ,而 使 函数 念 更 为 清晰 、 正 确 , 应 用 范围 更 加 广泛 了 . 
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20 世纪 以 来 ,函数 概念 不 断 扩 充 . 函数 不 仅 是 变数 ,还 可 以 是 
其 他 变化 着 的 事物 . 还 出 现 了 所 谓 广 义 函 数 以 及 函数 的 函数 等 等 . 
以 研究 函数 为 已 任 的 分 析 学 ,成 为 数学 的 三 大 基本 分 支 之 一 ,形成 
几何 代数、 分析 三 足 易 立 的 局 面 .在 分 析 学 中 , 郴 数 论 占 有 重要 地 
位 , 它 又 划分 为 实 函 数论 与 复 函 数论 两 大 部 分 ， 


一 、 鄙 数 思 想 及 其 在 微 积 分 中 的 应 用 


晒 数 思想 就 是 运用 函数 的 方法 ,必要 时 引 人 和 人 辅助 函数 ,将 常量 
视 为 变量 .化 项 为 动 ` 化 离散 为 连续 ,将 所 讨论 的 问题 转化 为 函数 
问题 来 解决 的 一 种 思想 . 函数 思想 贯穿 于 整个 微 积分 之 中 . 

1. 以 机 数 为 桥梁 ,实现 函数 与 方程 .不 等 式 间 的 转化 

方程 村 函数 相 比 ,前 者 是 静止 ,后 者 是 运动 . 方程 的 根 可 视 为 
对 应 函数 在 某 种 特定 状态 下 的 值 . 当 研 究 方程 问题 时 ,特别 是 证 明 
方程 根 的 存在 性 与 个 数 时 ,我 们 可 以 从 项 数 的 观点 出 发 ,将 方程 的 
一 边 设 为 溺 数 ,利用 讨论 函数 的 性 质 得 到 对 方程 的 研究 ,化 静 为 


例如 我 们 证 明 方程 三 一 lInx 一 V2 一 0 在 (0, 十 co) 内 至 少 有 两 
个 实 根 . 只 需 作 函数 
f(x) = 二 一 Inz 一 V2， 
因为 lim fx) 一 im (二 一 Inz 一 Y2) 一 十 cc， 
Fe) 一 1 一 1 一 V2 = 一 V2 一 0， 
lim flx) = lim (三 一 lnz 一 V2) 一 十 co， 
工 -一 十 cm Zr 十 co 尼 
由 根 的 存在 定理 知 ,f(x) 在 (0,e) 和 (e, 十 ce) 内 各 至 少 ， 一 
个 零点 , 即 方程 在 (0, 十 ce) 内 至 少 有 两 个 实 根 ， 


我 们 在 证 明 不 等 式 ( 特 别 是 篆 数 不 等 式 、 积 分 不 等 式 ) 时 ,可 
* ITI 。 


以 将 不 等 式 问题 转化 为 函数 问题 ,为 解决 问题 带 来 方便 . 
例如 我 们 要 证 明 常 数 不 等 式 
| ea 二 6 [a | | 
Iatol 入 Ta 
可 构造 一 个 与 之 相似 的 辅助 函数 f(z) 二 -也 一 ,通过 讨论 函数 的 


单调 性 得 到 不 等 式 的 证 明 ， 

2. 以 函数 为 背景 ,实现 函数 思想 在 数列 中 的 应 用 

数列 和 函数 相 比 ,前 者 离散 ,后 者 连续 . 从 函数 的 观点 出 发 ,将 
数列 问题 转化 为 相应 的 函数 问题 ,是 求 数列 问题 的 一 种 有 效 方 法 . 

例如 我 们 要 求 数列 {yn} 的 最 大 项 , 若 要 通过 比较 的 方法 来 求 
解 , 相 当 困 难 . 我 们 采用 函数 的 方法 来 求解 ,将 数列 yn 化 为 函数 
f(z) == Vz, 在 (0, 十 co) 上 作 一 般 讨 论 就 容易 . 

3. 化 离散 为 连续 ,解决 级 数 问题 


例如 我 们 要 求 数 项 级 数 2, 27 一 jj 元 的 和 ,可 引入 一 个 适当 
的 函数 


加 人 2 

ss(X) 一 2 Fr 
利用 函数 项 级 数 的 逐 项 微分 法 ,可 求 得 

S(z) 一 Fln i+z 


1—xz 


/i 1 


4. 引入 辅助 函数 ,证 明 有 关 理 论证 明 问 题 
例如 牛顿 和 莱 布 尼 效 在 证 明 微 积分 基本 公 于 


| rcaaz 一 下 (0) — F(a) 


从 而 得 到 >) 
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时 ,首先 引入 辅助 函数 


变 上 限定 积分 B(z) == | f(r qz, 证 明 


人 cpu = F(z) 一 F(a), 再 令 z 一 6 得 到 所 要 证 明 的 结论 .这 是 


用 函数 思想 研究 问题 的 典型 代表 . 另外 利用 介 值 定理 、 微 分 中 值 定 
理 证 明 等 式 时 ,一 般 也 都 是 通过 设 辅助 函数 的 方法 来 解决 . 

再 如 : 设 尔 数 f(z) ,g(x) 在 La,bj] 上 连续 ,在 (a,5b) 内 可 导 , 且 
fla) = f(b) = 0, 证 明 在 (a,6) 内 至 少 存在 一 点 &, 使 (8&) 十 
Fe)g (Co == 0 我 们 只 需 作 辅助 函数 :F(zx) 二 f(x)er” ,由 罗 尔 定 
理 即 可 证 得 . 

5, 引信 含 参量 积分 图 数 或 二 重 积 分 , 求 某 些 定 积 分 .广义 积 
分 的 值 


例如 我 们 在 计算 著名 的 狭 利克 雷 积分 | ， 名 zdz 和 定 积 分 


1 
| Pi 一 区 dz 时 ,就 是 引入 含 参量 积分 函数 ICy) 一 | 
0 十 立 


和 71) 一 | 四 让 次?qz 求 出 的 ;再 如 计算 概率 积分 edz 时， 


十 oo 。 
_ SINX 
e ”dr 
0 


就 是 引 入 二 重 积分 | oe dz| < dy, 通 过 二 重 积分 的 极 坐标 变 
换 法 求 出 的 . 
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微 积分 的 研究 对 象 是 函数 ,初等 函数 是 函数 的 重要 组 成 部 分 ， 
它们 又 是 现代 数学 的 基本 要 素 和 重要 工具 ,基本 初等 函数 一 般 指 
以下 六 类 函数 :常数 函数 、 因 函数 、 指 数 函 数 、 对 数 函 数 、 三 角 通 数 
与 反 三 角 函 数 ,所 有 初等 函数 都 由 它们 的 加 \ 减 、 乘 、 除 . 乘 方 、. 开 方 
和 各 种 复合 而 成 . 

本 部 分 主要 介绍 基本 初等 函数 的 特征 性 质 \ 对 数 函 数 的 发 明 
以 及 指数 函数 的 威力 故事 . 


一 \ 基 本 初等 函数 的 特征 性 质 


在 初等 函数 的 诸多 性 质 中 ,哪些 是 它 的 基本 属性 ?或 者 说 ,有 
哪些 性 质 只 为 它 所 具备 ,而 别 的 函数 没有 这 些 性 质 ? 这 些 性 质 决 定 
了 函数 本 身 ,我们 把 决定 函数 命运 的 一 组 性 质 叫做 特征 性 质 ， 

客 函 数 f(x) 二 x (a 为 实数 ) 的 特征 性 质 f(xy) 一 f(x) f(y). 

指数 函数 f(x) = a'(a > 0,a 关 1) 的 特征 性 质 f(x 十 y) = 
f(z) f(y), 妈 a? 二 a*a? ,这 个 运算 公式 为 指数 也 数 所 独 具 有 ,其 
他 任何 函数 都 没有 这 种 运算 性 质 . 

对 数 函 数 f(x) 二 logsx,(a 之 0,a 关 1) 的 特征 性 质 f(xy) 一 
f(x) 十 f(y), 即 logsxy 二 logsz 十 logsy, 这 个 运算 公式 为 对 数 画 
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数 所 独 具 有 ,其 他 任何 画 数 都 没有 这 种 运算 性 质 

正弦 瑟 数 f(zx) 二 sinz 和 余 弦 了 清 数 f(z) = cosz, 有 许多 优良 
性 质 和 运算 公式 . 其 中 有 一 条 是 最 重要 的 , 那 就 是 cos(z 一 y) = 
coszxcosy 十 sinzsiny, 任 何其 他 一 一 对 函数 都 没有 这 种 运算 公式 . 


二 、 对 数 函数 的 发 明 


对 数 是 17 世纪 人 类 最 重大 的 发 明之 一 . 纳 皮尔 的 对 数 、 笛 卡 
儿 的 解析 几何 、 牛 顿 与 莱 布 尼 兹 的 微 积 分 三 者 齐名 ,被 誉 为 “历史 
上 最 重要 的 数学 方法 ”. 恩格斯 在 他 的 著作 《自然 辩证 法 》 中 称 它 
们 为 17 世纪 的 三 大 数学 发 明 . 

16 世纪 末 至 17 世纪 初 的 时 候 , 当 时 在 自然 科学 领域 (特别 是 
天 文学 ) 的 发 展 上 经 常 遇 到 大 量 精密 而 又 庞大 的 数值 计算 ,如 , 航 
海 人 员 为 了 确定 船舶 在 大 海中 的 航程 与 位 置 ,天 文 工 作 者 为 了 处 
理 观 察 行 星 运动 所 得 的 数据 ,都 必须 对 具有 很 多 数位 的 数 作 繁复 
的 计算 . 于 是 数学 家 们 积极 寻求 化 简 的 计算 方法 . 

德国 的 史 提 非 (1487 ~ 1567) 在 1544 年 所 著 的 《整数 算术 》 
中 , 写 出 了 两 个 数列 ,左边 是 等 比 数列 ( 叫 原 数 ) ,右边 是 一 个 等 差 
数列 ( 叫 原 数 的 代表 ,或 称 指数 ). 欲求 左边 任 两 数 的 积 ( 商 ), 只 要 
先 求 出 其 代表 (指数 ) 的 和 ( 差 ) ,然后 再 把 这 个 和 ( 差 ) 对 向 左边 的 

一 个 原 数 , 则 此 原 数 即 为 所 求 之 积 ( 商 ) ,5 可 惜 史 提 非 并 未 作 进 一 步 

探索 ,没有 引入 对 数 的 概念 . 

对 数 的 创始 人 是 苏格兰 数学 家 纳 皮 尔 (Napier,1550 ~ 1617 
年 ), 纳 皮尔 对 数字 计算 很 有 研究 ,由 他 发 明 的 作 乘 除法 用 的 “ 纳 皮 
尔 算 筹 ”与 球面 三 角 中 的 “ 纳 皮 尔 比拟 式 ” 等 在 当时 都 颇 负 盛名 . 
但 是 这 些 成 就 与 他 所 创始 的 对 数 比 起 来 就 显得 微不足道 了 . 

纳 皮 尔 从 1594 年 开始 研究 对 数 .编制 可 供 实 用 的 对 数 表 ,在 
经 历 了 7300 个 日 日 夜 夜 之 后 ,一 本 厚 达 200 页 的 八 位 对 数 表 终于 
诞生 了 .1614 年 发 表 《 关 于 奇妙 的 对 数 法 则 的 说 明 》 一 书 , 向 世人 
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公布 了 他 的 对 数 发 明 , 书 中 论述 了 对 数 的 性 质 , 并 解释 了 这 项 发 明 
的 特点 . 当时 指数 概念 尚未 形成 , 纳 皮尔 不 是 从 指数 出 发 ,而 是 通 
过 研究 直线 运动 得 出 对 数 概念 的 . 他 发 明 对 数 的 动机 是 为 寻求 球 
面 三 角 计 算 的 简便 方法 ,他 依据 一 种 非常 独特 的 与 质点 运动 有 关 
的 设想 构造 出 所 谓 对 数 方 法 ,其 核心 思想 表现 为 算术 数列 与 几何 
数列 之 间 的 联系 . z 

纳 皮 尔 发 明 的 对 数 , 记 为 Nap。logz, 它 与 自然 对 数 的 关系 为 
Nap。logz 二 1071In(107/z). 由 此 可 知 , 纳 皮尔 对 数 既 不 是 自然 对 
数 , 也 不 是 常用 对 数 , 与 现今 的 对 数 有 一 定 的 距离 

与 纳 皮尔 同时 代 的 瑞士 人 别 尔 基 (Birgi,1552 ~ 1632 年 ) 也 
独立 地 发 现 了 对 数 , 可 能 还 早 于 纳 皮 尔 , 但 迟 至 1620 年 才 发 表 , 这 
时 纳 皮 尔 对 数 已 经 闻名 全 欧洲 了 . 

英国 数学 家 布 里 格 斯 (Briggs,1561 ~ 1630 年) 最 先 认 识 到 对 
数 的 重要 性 . 他 于 1616 年 专程 去 苏格兰 拜访 纳 皮 尔 , 并 提出 改良 
对 数 的 建议 ,以 便于 应 用 ,第 二 年 纳 皮尔 逝世 , 布 里 格 斯 以 全 部 精 
力 继承 纳 皮 尔 的 事业 ,于 1624 年 出 版 《< 对 数 算术 》 一 书 , 公 布 了 以 
10 为 底 的 十 四 位 对 数 表 ,这 种 对 数 被 称 为 常用 对 数 . 

当今 中 学 数学 教科 书 是 先 讲 “指数 ”, 后 以 反 函 数 形 式 引 出 “对 
数 ” 的 概念 . 但 在 历史 上 ,恰恰 相反 ,对 数 概念 不 是 来 自 指数 . 直到 
1748 年 欧 拉 在 他 的 名 著 《 无 穷 小 分 析 寻 论 》 中 才 发 现 指数 与 对 数 
的 天 然 联系 ,明确 提出 了 对 数 函 数 是 指数 函数 的 逆 函 数 , 他 通过 取 
对 数 函 数 的 反 函 数 发 明了 指数 函数 ,以 ee 为 底 的 对 数 ( 自 然 对 数 ) 
也 是 欧 拉 给 出 的 . 

对 数 的 发 明 对 当时 社会 的 发 展 起 了 重要 的 影响 ,正如 科学 家 
伽利略 (1564 ~ 1642) 说 ;:“ 给 我 时 间 , 空 间 和 对 数 ,我 可 以 创造 出 
一 个 宇宙 . ”又 如 18 世纪 数学 家 拉 普 拉 斯 (1749 ~ 1827) 亦 提 到 : 
“对 数 用 缩短 计算 的 时 间 来 使 天 文学 家 的 寿命 加 倍 .” 纳 皮尔 用 自 
己 20 年 的 计算 , 换 来 了 人 世间 无 数 寿 命 的 延续 ! 拉 普 拉 斯 还 说 : 
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“如 果 一 个 人 的 生命 是 拿 他 一 生 中 的 工作 多 少 来 衡量 ,那么 对 数 的 
发 明 ; 等 于 延长 了 人 类 的 寿命 !1” 不 幸 的 是 , 纳 皮 和 尔 的 工作 虽然 延 
长 了 他 人 的 寿命 , 却 没 能 使 自己 的 生命 得 以 延长 . 就 在 纳 皮尔 著作 
发 表 后 的 第 三 个 年 头 , 公 元 1617 年 ,这 位 永 受 后 人 缅怀 的 杰出 数 
学 家 , 终 因 劳累 过 朗 ,不 幸 谢 世 .， 


三 、 几 个 指数 画 数 的 威力 故事 


指数 函数 不 仅 在 数学 物理、 天文 上 应 用 极 广 , 而 且 在 其 他 自 
然 科学 甚至 社会 科学 上 也 大 有 用 场 . 指数 函数 常 被 用 来 作为 描述 
自然 成 长 的 模式 ,以 指数 规律 变化 的 自然 现象 和 社会 现象 ,有 一 种 
极为 重要 的 特性 ,就 是 其 成 长 之 快速 是 令 人 惊讶 的 ! 下 面 就 是 显示 
指数 函数 威力 的 几 个 故事 ， 
1. 阿 凡 提 智 斗 财主 
阿 凡 提 听 说 有 个 财 
主 经 常 其 负 穷人 , 就 想 
想 个 办 法 惩罚 他 . 有 一 
天 , 阿 凡 提 来 到 财主 家 
中 ,对 财主 说 ;“ 请 允许 
我 在 你 家 干 一 份 粗 活 ， 
以 赚 点 工钱 . 我 的 朗 求 
很 低 , 每 天 的 工钱 就 按 
前 一 天 的 2 倍 计算 :第 Eee 
一 天 给 我 1 粒 米 ,第 二 天 2 粒 米 , 第 三 天 4 粒 米 ,第 四 天 8 粒 米 …'… 
一 个 月 后 ,前 29 天 的 米 我 都 不 要 ,只 要 把 第 30 天 的 米 给 我 就 行 
了 .” 财 主 一 昕 ,世上 哪 有 这 等 便宜 事 , 于 是 就 满口 答应 . 时 间 过 得 
真 快 ,一 网 眼 , 一 个 月 就 过 去 了 , 阿 凡 提 来 到 财主 家 中 结算 工钱 ,一 
阵 “ 啤 里 呀 啦 ” 的 算盘 响 过 之 后 ,财主 一 看 ,顿时 傻 了 眼 . 财主 为 什 
么 会 傻眼 ,他 应 该 给 阿 凡 提 多 少 米 呢 ? 
站 33 . 


2. 富兰克林 的 遗嘱 
”美国 著名 的 科学 家 , 避雷 针 

的 发 明 人 , 本杰明。 富兰克林 
(1706 一 1790)., 一 生 为 科学 和 民 
主 革命 而 工作 ,他 死 后 留 下 的 财 
产 只 有 1000 英镑 . 令 人 惊讶 的 
是 ,他 竟 留 下 了 一 份 分 配 几 百 万 
英镑 财产 的 遗嘱 ! 这 份 有 趣 的 遗 。 于 0 9 
另 是 这 样 写 的 :“…… 我 将 一 于 英 :  . . 
镑 赠 给 波士顿 的 居民 , 如 果 他 们 “由 
接受 了 这 一 千 英镑 ,那么 这 笔 钱 
应 该 托付 给 一 些 挑 选 出 来 的 公 
民 ,他 们 得 把 这 钱 按 每 年 5% 的 利率 借 给 一 些 年 轻 的 手工 业者 去 
生息 . 这 笔 款 子 过 了 #00 年 增加 到 131000 英镑 .我 希望 , 那 时 候 用 
106000 英镑 来 建立 “所 公 共 建 筑 物 , 剩 下 的 31000 英镑 拿 去 继续 
生息 100 年 : 在 第 二 全 100 年 末了 ,这 笔 款 增加 到 4061000 英 镑 ,其 
中 1061000 英镑 还 基 由 波 士 畦 的 居民 来 支配 ,而 其 余 的 3000000 
郊外 社 马 萨 诸 州 的 公 次 来 管理 ， 这 此 之 后 ,我 可 不 敢 多 作 主 张 了 1” 

_ 窗 兰 克 林 ， 留 下 区 区 的 1000 英镑 , 竞 立 了 百 万 富翁 般 的 遗嘱 ， 
攻 菲 和 了 头 ?! 让 我 们 按照 富兰克林 非 几 的 设想 实际 计算 一 下 ; 实 
际 上 是 y= 10; 5', 当 7 二 100yy = 10.5'% = 131501 

即 100 年 后 ， 这 比 富兰克林 遗 昭 中 写 的 还 多 出 501 英镑 . 在 第 
二 个 100 年 末 , 他 拥有 的 财产 就 更 多 了 ,可 见 富兰克林 的 遗嘱 在 科 
学 上 是 站 得 住 脚 的 . 由 此 可 见 指数 函数 的 威力 . 

3， 玫瑰 花 晨 案 | 

历史 上 国 数 表 数 叱 的 也 不 乏 其 人 ， 大 名 昌 妆 的 拿破仑 就 
是 其 中 的 一 

1797 年 人 大 的 各 人 于 问 人 新 久子 的 站 后 
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观 了 卢森堡 大 公国 第 一 国立 小 学 .在 那里 ,受到 全 校 师 生 的 热情 款 
待 . 孩子 们 芍 歌 燕 舞 ,园丁 们 虑 诚 般 勤 , 餐 桌 上 美味 佳肴. 这 使 得 拿 
破 仑 夫妇 很 过 意 不 去 . 在 辞别 的 时 候 , 拿 破 仑 慷慨 .潇洒 地 给 该 校 
校长 送 上 一 束 价值 3 个 金 路 易 的 玫瑰 花 . 他 说 :“ 为 了 答谢 贵 校对 
我 ,尤其 是 对 我 夫人 约 瑟 芬 的 盛情 款待 ,我 不 仅仅 今天 呈 上 一 柬 玫 
瑰 花 ,并 且 在 未 来 的 日 子 里 ,只 要 我 们 的 法 兰 西国 家 存在 一 天 ,每 
年 的 今天 我 将 亲自 派 人 送 给 贵 校 一 东 价 值 相 等 的 玫瑰 花 , 作 为 法 
兰 西 与 户 森 堡 友 谊 的 象征 .” 然 而 , 事 过 境 迁 , 疲 于 连 绵 的 战争 和 
此 起 彼 伏 的 政治 斗争 ,最 终 残 败 并 被 流放 的 拿破仑 ,把 在 卢森堡 的 
许诺 早 态 的 一 干 二 净 . 可 是 ,卢森堡 这 个 欧洲 小 国 , 却 把 这 段 “ 欧 洲 
巨人 与 卢森堡 孩子 亲切 和 睦 相 处 的 一 刻 ” 载 人 了 他 们 的 史册 ,还 
编 成 画册 和 儿童 文学 故事 ,成 了 一 则 脸 炙 人 口 的 美谈 . 

历史 前 进 的 脚步 一 刻 也 不 停息 ,转眼 近 一 个 世纪 的 时 光 过 去 
了 .1894 年 ,这 件 相 隔 近 1 个 世纪 的 故事 却 给 法 国 车 了 个 大 麻烦 
一 一 卢森堡 政府 通知 法 国政 府 , 提 出 了 “玫瑰 花 悬 案 ” 索 赔 . 要 求 : 
要 么 自 1797 年 起 ,用 3 个 金 路 易 作 为 一 东 玫 瑰 花 的 本 金 , 以 五 厘 
复 利 记 息 (就 是 利 深 利 ) 结算 , 全 部 偿 清 这 笔 玫瑰 花 外 债 , 共计 
1375596 法 郎 ; 要 么 法 国 各 大 报纸 承认 你 们 的 一 代 伟 人 拿破仑 是 
个 无 信 的 小 人 . 这 一 历史 公案 使 法 国政 府 处 于 极为 旭 炊 的 局 面 , 因 
为 只 要 法 国 存 在 一 天 ,此 案 就 永 无 了 结 的 可 能 .但 是 为 了 拿破仑 的 
声誉 ,法 国政 府 还 是 准备 支付 这 笔 巨 款 . 但 是 ,又 出 现 了 另 一 个 问 
题 ,如 果 法 国政 府 支 付 这 笔 外 债 ,也 是 承认 伟大 的 拿破仑 没有 履行 
自己 的 承诺 . 

经 过 一 看 竖 思 车 想 ,法 国人 用 如 下 措辞 取得 了 卢森堡 人 的 谅 
解 :“ 今 后 ,无论 在 精神 还 是 物质 上 ,法 国 将 始终 不 渝 的 对 卢森堡 大 
公国 的 中 小 教育 事业 予以 支持 和 赞助 ,来 兑现 我 们 的 拿破仑 将 军 
那 一 诺 千 金 的 "玫瑰 花 ? 誓言 .” 
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4. 国王 与 国际 象棋 

在 印度 Shirim 于 
的 时 代 , 其 国 师 西 堪 
(Sissa) 发 明了 西洋 棋 一 
( 现 称 为 国际 象 横 ), 西 
塔 把 他 的 发 明成 果 献 
给 国王 , 国王 对 他 的 发 
明 很 赏识 ,决定 好 好 奖励 他 ,奖赏 方式 是 在 棋盘 的 每 个 空格 各 放 一 
块 黄金 送 给 他 ,Sissa 婉 谢 了 国王 的 好 意 . 但 国王 不 同意 ,表示 愿意 
满足 他 提出 的 任何 要 求 . 于 是 西塔 提出 了 下 面 的 要 求 :“ 象 棋 的 棋 
盘 共 有 64 格 , 希 望 国王 能 赐 给 第 一 格 1 粒 麦 子 , 第 二 格 2 粒 麦子 ， 
第 三 格 4 粒 麦 子 ,第 四 格 8 粒 才子 , 以 此 类 推 ,一 直 倍增 到 第 64 
格 ”. 

国王 对 Sissa 如 此 谦 进 的 要 求 感到 很 不 解 ,认为 Sissa 真有 古 
大 臣 之 风 , 遂 电 来 了 一 位 侍卫 拿 一 袋 大 米 , 依 次 放 进 1,2,2? ,23 ,… 
粒 米 于 各 格 中 ,到 第 12 格 时 , 米 就 放 不 进 格子 里 啦 ,就 将 米 堆 到 模 
盘 旁 边 , 到 第 20 格 时 , 袋 中 的 米 就 空 啦 , 于 是 国王 要 侍卫 去 多 拿 几 


入 玉 最 后 国王 放弃 了 ,他 终于 理解 到 ,即使 把 皇宫 中 的 所 有 
米 都 搬出 来 ,也 放 不 满 64 格 棋盘 . 


如 果 我 们 把 64 个 格子 放 满 麦 粒 ,就 多 达 2*”* 一 1 ~ 1. 84X10” 

粒 ， nd 
5.“ 海 拉 ” 的 生长 

闹 症 对 人 类 的 威胁 越 来 越 引 起 国际 社会 的 关注 ， 人 们 意识 到 ，; 
对 付 人 类 的 共同 敌人 ,不 应 当 存在 国界 .1972 年 ,再 次 当选 为 美国 
总 统 的 尼克 松 ,建议 美国 和 前 苏联 两 国联 合 攻克 瘤 症 . 建议 立即 被 
采纳 ,最 喜 接 的 结果 是 双方 互 赠 研究 成 果 :美方 赠送 的 是 供 研 究 的 
23 种 致癌 病毒 , 苏 方 回赠 的 是 6 名 癌症 患者 的 瘤 细 胞 标本 . 

1973 年 1 月 ,美国 国立 癌 采 研究 中 心 决定 ,将 苏联 的 瘤 细 胞 标 
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本 分 送 给 几 位 科学 家 研究 . 其 中 的 一 份 , 送 到 了 加 州 细胞 培养 实验 
所 所 长 尼尔森 苗 斯 博士 手 上 ,博士 在 显微镜 下 仔细 检查 了 全 部 标 
本 ,惊奇 地 发 现 这 些 细胞 染色 体 的 第 23 对 ,全 部 都 是 女性 的 久 型 
因子 ! 博 士 对 此 百 思 而 不 解 , 转 而 求教 于 生物 学 家 皮特 森 教 授 . 教 
授 对 培养 物 进 行 了 严格 的 查验 ,结果 得 出 了 更 加 令 人 震惊 的 结论 : 
所 有 的 培养 物 , 清 一 色 地 含有 一 种 特殊 的 酶 ,而 这 种 酶 几乎 只 有 黑 
色 人 种 才 会 有 . 

尼尔森 苗 斯 决心 对 此 和 弄 个 水 落石 出 . 经 过 几 番 周 折 , 终 于 弄 清 
了 ,所 有 苏 方 赠送 的 6 种 标本 ,全 是 20 多 年 前 死去 的 美国 黑人 拉 
克 丝 的 细胞 ! 原 来 ,拉克 丝 1951 年 10 月 死 于 一 种 罕见 的 子 官 颈 
癌 . 这 种 特殊 的 痛 细 胞 具有 极 强 的 繁殖 力 和 生命 力 . 拉克 丝 从 发 现 
第 一 个 病灶 到 死亡 ,整个 过 程 不 足 8 个 月 . 这 对 于 普通 的 子宫 颈 瘤 
来 说 ,是 绝无仅有 的 . 拉克 丝 死 时 情 状 极 惨 ,整个 腹腔 几乎 都 被 癌 
细胞 所 占领 科学 家 们 提取 这 种 癌 细 胞 加 以 培养 ,发 现 这 些 癌 细 胞 
葛 以 沁 一 人 MM 2”(Ao 为 原始 数量 ,x 为 天 数 ) 这 样 的 指数 曲线 疯狂 
地 生长 ,就 这 样 ,这 种 新 发 现 的 癌 细 胞 被 命名 为 ” 海 拉 ”, 并 被 严格 
控制 于 实验 室 . 

“ 海 拉 ” 细 胞 在 不 足 一 个 月 时 间 内 ，, 便 能 增加 数 千 万 倍 , 这 使 
过 去 一 直 认 为 的 、 健 康 细胞 “自发 ” 转变 为 癌 细 胞 的 神秘 现象 ,得 
到 了 新 的 解释 . 原来 所 谓 “ 自 发 ” 转变 ,只 不 过 是 “ 海 拉 ” 细 胞 消灭 
并 占领 了 整个 培养 物 ! 

然而 事 过 20 多 年 ,“ 海 拉 ” 细 胞 不 仅 没有 死亡 ,而 且 还 令 人 费 
解 地 流 到 国外 ,尼尔森 苗 斯 博士 撰文 向 全 世界 殴 起 了 警钟 : “如果 
听任 “ 海 拉 ’ 细胞 在 最 适宜 的 情况 下 毫 无 抑制 地 生长 ,那么 到 现在 
为 止 ,它们 很 可 能 已 经 占领 整个 世界 !? 
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微 积 分 的 研究 对 巢 是 函数 ,主要 是 初等 函数 和 部 分 非 初 等 函 
数 .一般 说 来 ,分 段 辑 数 是 非 初等 函数 ,分 段 沁 数 由 于 其 定义 符号 、 
性 质 、 讨 论 方法 的 特殊 性 ,成 为 高 等 数学 研究 的 重要 内 容 . 

本 部 分 主要 介绍 四 个 特殊 的 分 段 函数 :符号 函数 、 狄 利克 雷 函 
数 、 歼 曼 函 数 和 取 整 函数 . 


一 \ 符 号 函数 的 定义 与 特征 


1 ， 立 Dr 0， 
人 们 把 隔 数 sgnz 一 0， 工 一 0， 
一 J, 广 之 0， 


定义 为 符号 函数 . 
其 中 记号 sgn 由 拉丁 文 signum( 符 号 ， 
正 负 与 ) 得 来 . 
符号 函数 的 功能 是 将 一 个 数 或 计算 结果 变 成 相应 的 符号 , 易 
知 | 工 | 一 工 。Sgnx， 
符号 盟 数 的 定义 域 为 及 , 值 域 为 (一 1,0,1) ,图 像 如 图 6-1 所 
示 , 在 R 上 是 递增 隐 数 (但 不 严格 递增 )、 有 界 聘 数 、 奇 函数 , 非 周 期 
函数 . 


图 6-1 
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符号 机 数 的 特征 性 质 7 在 定义 域 R 只 有 -一 个 无 极限 点 (zx = 
0) ,只 有 一 个 不 连续 点 (zx 一 0), 只 有 一 个 不 可 导 点 (z 一 .07 在 任 
何 闭 区 间 上 都 可 积 ,但 在 含有 0 点 的 区 间 上 没有 原 函 效 : 


二 ` 狄 利 克 埋 与 狄 利克 雷 函 数 


1. 极 有 洞察 力 的 数学 家 一 一 狄 利克 雷 
狄 利克 雷 CDirichlet,1805 ~ 一 1859) ,德国 

数学 家 , 曾 在 哥 延 根 受 业 于 高 斯 ,参加 过 以 傅 
里 叶 为 首 的 青年 数学 家 小 组 ,1839 年 任 柏林 
大 学 教授 ,1885 年 高 斯 逝世 后 , 他 作为 高 斯 
的 继任 者 被 哥 廷 根 大 学 聘任 为 教授 . 区 Wh 

Ce 
了 名 垂 史 册 的 重大 贡献 , 尤 以 分 析 、 数 论 `. 位 “到 
势 论 为 最 . 在 分 析 方面 ,他 最 卓越 的 工作 是 对 健 里 叶 级 数 收敛 性 的 
研究 ;1829 年 在 其 论文 (关于 三 角 级 数 的 收敛 性 》 中 ,第 一 次 对 健 
里 叶 级 数 的 收 伍 性 给 出 了 严谨 的 证 明 ， 得 到 了 函数 /C2) 的 傅 里 时 
级 数 收敛 的 第 一 个 充分 条 件 :，、 

“对 于 在 [一 rz] 内 有 定义 且 有 限 的 、 逐 避 连 绽 且 逐 彼 单调 的 


数 fC 其 传 里 叶 级 数 在 (~ i 内 收 做/ 十 四 二 /2 一 


在 端点 工 一 -上 x 处 收 伍 于 Kx 十 9 十 Km 一 0 


狄 利克 雷 是 数学 更 上 第 :位 重视 概念 的 人 ,并 且 是 有 意识 地 

“以 概念 代替 直觉 ” 的 人 : 在 狄 利克 雷 之 前 数学 家 们 主要 研究 具体 

函数 ,进行 具体 计算 ,不 大 考虑 抽象 问题 .但 犹 利 竟 雷 将 函数 做 了 

一 般 化 的 推广 ,1837 年 , 狄 利克 雷 给 出 了 与 我 们 现在 所 熟知 的 函 

数 定义 非常 相近 的 函数 的 如 下 定义 (区 间 一 般 是 指 两 个 实数 之 间 

的 所 有 实数 ) ;如果 对 于 缮 定 区 间 上 的 每 一 个 X 值 ;都 有 唯一 的 Y 
= 39 。 


值 与 它 对 应 ,那么 Y 是 XX 的 函数 .” 这 之 后 ,人 们 开始 考虑 函数 的 
各 种 性 质 , 例 如 (图 像 的 ) 对 称 性 、 增 减 性 .连续 性 等 ,使 具体 函数 
的 计算 逐渐 淡化 ， 

1829 年 狄 利克 雷 给 出 了 与 传统 上 截然 不 同 的 著名 防 数 
1,x 为 有 理 数 ， 
0,z 为 无 理 数 ， 


狄 利克 雷 还 讨论 了 当 人 无 限 增加 时 积分 | f(x) sinezdz,a > 0) 


D(z) 一 1, 


与 | f(z) 于 全 dz, (0 过 a > 0) 的 性 质问 题 ([ 后 人 将 | ”szdz 称 


之 为 狄 利 克 雷 积分 ). 
1837 年 犹 利 殉 雷 证 明了 :对 于 一 个 绝对 收 全 的 级 数 , 可 以 把 
它 的 项 加 以 组 合 或 重新 排列 ,而 不 改变 原 级 数 的 和 ;并 且 举 例 说 明 
了 一 个 条 件 收敛 的 级 数 其 项 经 过 一 定 的 重新 排列 ,而 使 级 数 的 收 
犹 利 殉 雷 也 是 解析 数论 的 创始 人 之 一 . 1837 年 他 创立 了 在 解 


析 数 论 中 有 重要 的 地 位 的 狄 利克 雷 级 数 > an 一 , (4, ,z 为 复数 )， 


1838 一 1839 年 发 展 了 代数 数 域 中 关于 单位 的 一 般 理论 ,已 对 阿 贝 
尔 群 的 特征 指标 作 了 一 般 性 的 描述 . 
2. 狄 利 克 直 图 数 的 定义 与 特征 
1829 年 狄 利克 雷 将 函数 做 了 一 般 化 的 推广 ,提出 了 著名 函数 
1,x 为 有 理 数 ， 
"7? 0,z 为 无 理 数 ， 
后 人 称 之 为 狄 利克 雷 函 数 . 
这 个 函数 具有 三 个 特点 : 
(1) 没有 解析 式 :使 函数 概念 从 解析 式 中 解放 了 出 来 ， 
(2) 没有 图 形 : 使 函数 概念 从 几何 直观 中 解放 了 出 来 . 
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(3) 没有 实际 背景 :使 画 数 概念 从 客观 世界 的 束缚 中 解放 了 
出 来 . 加 

狄 利克 雷 函数 的 出 现 , 表 示 数 学 家 们 对 数学 的 理解 发 生 了 深 
刻 的 变化 ,数学 的 一 些 “ 人造 ” 特征 开始 展现 出 来 . 这 种 思想 也 标 
志 着 数学 从 研究 “ 算 ”, 转 变 到 了 研究 “概念 .性 质 、 结 构 ” 

” 犹 利克 雷 阔 数 的 定义 域 为 R, 值 域 为 {0,1} ,在 及 上 是 有 界 郑 
数 . 偶 函数 、 周 期 函数 (任何 有 理 数 都 是 它 的 周期 ,但 无 基本 周期 )、 
在 任何 区 间 内 都 不 是 单调 函数 . 

狄 利 克 雷 函数 的 特征 性 质 : 在 定义 域 R 土 处 处 无 极限 、 处 处 不 
连续 、 处 处 不 可 导 、 在 任何 闭 区 间 上 都 不 可 积 ( 指 不 黎 曼 可 积 )， 

” 狄 利 克 雷 函数 作为 微 积分 中 的 一 种 构造 性 应 数 , 有 着 一 些 特 
殊 的 性 质 ,因此 在 数学 发 展 过 程 中 起 过 重要 的 作用 ,帮助 澄清 过 许 
多 模糊 概念 ,并 可 构造 出 一 些 反例 来 判断 一 些 命题 或 陈述 的 真 伪 . 
如 :此 函数 常用 来 说 明 周 期 函数 不 一 定 有 最 小 正 周 期 ,有 界 函 数 不 
一 定 黎 友 可 积 ,以 及 构造 只 4 有 一 个 连续 点 的 函数 


ZX,X 为 有 理 数 ， 
Zz) = zDz 一 《未 一 个 二 
f(x) oz 为 天 用 数 ， ) 只 有 连续 点 
三 、 黎 有 曼 与 黎 曙 函数 


z 黎 曼 (Riemann,1826 ~ 1866) ,德国 数学 
家 ,19 岁 进 入 哥 廷 根 大 学 学 习 哲 学 和 神学 ,在 
大 学 里 被 数学 教学 和 研究 的 气氛 所 感染 , 便 
放弃 神学 转 攻 数 学 , 在 大 学 期 间 有 两 年 去 柏 ”六 
林 大 学 就 读 , 在 那里 深 受 雅 可 比 、 狄 利克 雷 的 | 
影响 . 1849 年 回 到 哥 廷 根 大 学 ,并 有 幸 成 为 高 转 
斯 的 学 生 , 一 直 过 着 贫困 的 生活 ,直到 1859 年 

才 氢 聘 为 教授 ， 
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黎 曼 1851 年 的 博士 论文 ( 单 复 变 函数 的 一 般 理论 的 基础 》, 被 
认为 是 近代 数学 史上 最 重要 的 文献 之 一 ,他 把 单 值 解析 函数 推广 
到 多 值 解析 函数 , 并 引入 “ 黎 曼 曲面 ”的 重要 概念 ,从 而 确定 了 复 
变 函 数 的 几何 基础 . 黎 曼 、 柯 西 和 维尔 斯 特 拉 斯 是 公认 的 复 变 函数 
论 的 主要 英 基 人 . : 

黎 曼 对 数学 最 重要 的 贡献 还 在 于 几何 方面 ,他 开创 的 高 维 抽 
象 几 何 的 研究 ,处 理 几何 问题 的 方法 和 手段 是 几何 史上 一 场 深 刻 
的 革命 ,他 建立 了 一 种 全 新 的 后 来 以 其 名 字 命 名 的 几何 体系 一 一 
黎 曼 几何 ,对 现代 几何 乃至 数学 和 科学 各 分 支 的 发 展 都 产生 了 巨 
大 的 影响 . 

黎 曼 对 完善 微 积分 理论 也 作出 了 杰出 的 贡献 . 黎 曼 给 出 著名 
的 黎 曼 函数 ,指出 可 积 函 数 不 一 定 是 连续 的 . 在 关于 连续 性 与 可 微 
性 的 关系 上 ,他 那个 时 代 的 几乎 所 有 的 数学 家 都 相信 “连续 函数 一 
定 是 可 微 的 ”, 黎 曼 给 出 了 一 个 连续 而 不 可 微 的 著名 反例 ,最 终 讲 
清 连 续 与 可 微 的 关系 . 黎 曼 建 立 了 现在 微 积分 教科 书 所 讲 的 黎 曼 
中 分 的 概念 ,给 出 了 这 种 积分 存在 的 必要 充分 条 件 . 

黎 曼 还 开创 了 用 复数 解析 函数 研究 数论 问题 的 先例 ,取得 “ 解 
析 数 论 ” 跨 世纪 的 成 果 , 他 将 素数 分 布 的 问题 归结 为 函数 5(z) 一 
》) 三 ,z 一 z 十 iy 的 问题 ,5(z) 后 人 称 为 黎 曼 5 函数 ”. 他 提出 了 


术 二 1 


至 今 仍 未 解决 的 问题 “ 黎 曼 猜想 :5(z) 位 于 0 委 z 魏 1 之 间 的 全 部 


零点 都 在 工 一 方 之 上 , 即 零 点 x 一 工 十 iy 的 实 部 都 是 玉 . 


黎 曼 在 组 合 拓扑 .代数 几何 、 数 学 物理 、 微 分 方程 等 其 他 领域 

也 有 丰硕 的 成 果 . 黎 曼 的 工作 直接 影响 了 19 世纪 后 半期 的 数学 发 

展 ,许多 杰出 的 数学 家 重新 论证 黎 曼 断言 过 的 定理 ,在 黎 曼 思想 的 

影响 下 数学 许多 分 支取 得 了 辉煌 成 就 . 因此 高 斯 说 :“ 黎 曼 …… 具 

有 创造 性 的 ,活路 的 、 真正 数学 家 的 头脑 , 具有 灿烂 丰富 的 创 
»* 1427 。 
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造 力 .” 

2. 黎 曼 函数 的 定义 与 特征 

在 微 积 分 中 ,有 两 个 无 法 用 解析 法 、 列 表 法 或 图 像 法 表示 ,只 
能 用 言语 来 描述 的 特殊 函数 ,一 个 是 狄 利克 和 雷 函 数 , 男 一 个 就 是 黎 
曼 函 数 . 

黎 曼 函数 的 定义 为 : 


人 一 过 (| m |,n 为 互 质 的 正 整 数 )， 
R(X) 一 -< 


0,， 工 为 0,1 或 无 理 数 . 

黎 曼 函数 是 歼 曼 为 了 指出 “可 积 注 数 不 一 定 连 续 ” 而 给 出 的 
函数 . 此 隆 数 是 一 个 特殊 函数 ,在 微 积 分 中 有 着 重要 应 用 ,在 很 多 
情况 下 可 以 作为 反例 来 验证 某 些 图 数 方面 的 待 证 命题 . 

黎 曼 困 数 RCz) 的 定义 域 为 R, 因 不 论 工 为 任何 实数 都 有 
Rl(z 十 1) 二 R(x), 故 对 R(x) 通常 只 在 L0,1] 上 讨论 其 性 质 . 


R(xr) 的 值 域 是 集合 五 一 0, 吉 ;本 ,其 中 是 大 于 等 于 


n 


2 的 正 整数 ,其 值 域 只 有 一 个 聚 点 是 0, 它 也 是 数列 { 一 } 的 极限 点 ， 


黎 曙 函数 RC(z) 是 区 间 [L0,1j| 上 的 有 界 函 数 , 其 上 确 界 是 17/2， 
下 确 界 是 0;R(Xx) 是 偶 函 数 ; 因 在 任何 区 间 上 都 含有 有 理 点 和 无 
理 点 , 故 R(xz) 在 任意 区 间 上 都 不 可 能 单调 ;R(x) 是 周期 为 1 的 周 
期 图 数 . 

黎 曼 函数 尺 (Cz) 在 任何 点 的 极限 均 为 0, 既 有 无 穷 多 个 连续 点 
又 有 无 穷 多 个 不 连续 点 (在 无 理 点 连续 .在 有 理 点 不 连续 ) ,人 处 处 不 
可 导 , 此 函数 在 区 间 L0,1] 上 可 积 且 积分 值 等 于 0. 


四 ,高 斯 与 取 整 项 数 


1. 数学 王子 一 一 高 斯 
高 斯 (Gauss;1777 ~ 1855 年 ) ,德国 著名 数学 家 .物理 学 家 、 天 
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文学 家 、 大 地 测量 学 家 . 高 斯 被 认为 是 最 重要 的 数学 家 ,有 数学 王 
子 的 美誉 ,并 被 誉 为 历史 上 伟大 的 数学 家 之 一 ,和 阿 基 米 德 . 牛 顿 、 
欧 拉 并 列 , 同 襄 盛 名 . 

高 斯 出 生 于 一 个 工匠 家 庭 , 幼 时 家 境 
贫困 ,但 聪敏 异常 , 受 一 贵族 资助 才 进 学 
校 受 教育 . 高 斯 3 岁 时 就 发 现 父 亲 账 敌 上 
的 一 处 错误 ,9 岁 时 就 发 现 了 1 到 100 这 些 
数 加 起 来 的 规律 . 高 斯 的 才华 受到 了 布 伦 
瑞 克 公 吏 卡尔。 威廉 CKarl Wilhelm) 的 党 
识 , 亲 自 承 担 起 对 他 的 培养 教育 ,15 岁 把 
他 送 到 布 伦 瑞 克 的 卡 罗 林 学 院 学 习 , 在 那 CU 

里 ,高 斯 开始 对 高 等 数学 作 研 究 ， 独立 发 现 了 二 项 式 定理 的 一 一 般 形 
式 , 发 现 了 数论 上 的 “质数 分 布 定理 ” ,发现 了 数据 拟 合 中 最 为 有 用 
的 最 小 二 乘法 ,提出 了 “算术 几何 平均 ”, 提 出 了 概率 论 中 的 正 态 分 
布 公式 并 用 高 斯 曲线 形象 地 予以 说 明 . 

1795 年 高 斯 进入 哥 廷 根 大 学 ,1796 年 ,19 岁 的 高 斯 得 到 了 一 
个 数学 史上 极 重要 的 结果 ,就 是 4 正 十 七 边 形 尺 规 作 图 之 理论 与 方 
法 》, 他 对 正 多 边 形 的 欧 几 里 德 作 图 理论 ‘(只 用 圆规 和 没有 刻度 的 
直 尺 ) 做 出 了 惊人 的 贡献 ,尤其 是 发 现 了 作 正 十 七 边 形 的 方法 ,这 
是 一 个 有 着 二 千 多 年 历史 的 数学 悬案 . 

22 岁 高 斯 的 博士 论文 可 以 说 是 数学 史上 的 一 块 里 程 碑 ,他 在 
论文 中 第 一 次 严格 证 明了 “每 一 个 实 系 数 或 复 系数 的 任意 多 项 式 
方程 存在 实 根 或 复 根 ”, 即 代数 基本 定理 ,从 而 开创 了 “存在 性 ”证 
明 的 新 时 代 , 同 年 高 斯 获 博士 学 位 . 

24 岁 高 斯 写 出 (算术 研究 ), 这 部 伟大 的 著作 曾经 寄 到 法 国 科 
学 院 而 被 拒绝 ,但 高 斯 自己 把 它 出 版 了 ,《 算 术 研 究 》 开 创 了 现代 
数论 的 新 纪元 ;关于 《算术 研究 》, 还 流传 着 这 样 一 个 故事 ;1849 年 
7 月 16 日 ,加 廷 根 大 学 举行 五 十 周年 庆祝 会 . 当 进 行 到 某 一 程序 
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时 ,高 斯 准备 用 《算术 研究 》 的 一 张 原稿 点 烟 , 当时 在 场 的 数学 家 
狄 利克 雷 ( 后 来 继承 了 高 斯 的 职位 ), 像 见 到 污 圣 行为 一 样 吃 了 一 
惊 , 他 立刻 冒失 地 从 高 斯 手中 抢 下 这 一 页 纸 , 并 一 生 珍藏 它 ; 高 斯 
暮年 谈 到 这 部 巨著 时 说 :“ 算 术 研 究 》 是 历史 的 财富 .” 可 见 是 他 
的 得 意 之 作 . 25 岁 当选 圣 彼 德 堡 科学院 外籍 院 士 ,30 岁 被 聘 为 哥 
廷 根 大 学 数学 和 天 文学 教授 ,并 担任 该 校 天 文 台 的 台 长 . 

高 斯 的 成 就 遍及 数学 的 各 个 领域 ,在 数论 . 非 欧 几 何 、 微 分 几 
何 . 超 几 何 级 数 、 复 变 函 数论 以 及 椭圆 函数 论 等 方面 均 有 开创 性 
贡献 . 

他 是 第 一 个 成 功 地 运用 复数 和 复 平 面 几何 的 数学 家 ; 他 的 
《一 般 曲 面 论 》 是 近代 微分 几何 的 开端 ;他 是 第 一 个 领悟 到 存在 非 
欧 几 何 的 数学 家 ;他 引 和 高 斯 级 数 , 对 级 数 的 收敛 性 第 一 次 进行 系 
统 的 研究 ,开创 了 关于 级 数 收 敛 性 研究 的 新 时 代 ,使 微 积 分 走向 了 
严格 化 的 道路 ;在 《高 等 数学 》 中 以 他 的 名字 命名 的 有 :高 斯 函数 、 
高 斯 公式 、 高 斯 级 数 、 高 斯 积分 、 高 斯 曲率 、 高 斯 分 布 .高 斯 方程 高 
斯 曲线 、 高 斯 平面 、 高 斯 记号 等 等 . 拉 普 拉 斯 认为 :“ 高 斯 是 世界 上 
最 伟大 的 数学 家 .” 

高 斯 不 仅 是 数学 家 ,还 是 那个 时 代 最 伟大 的 物理 学 家 和 天 文 
学 家 之 一 .在 1801 年 的 元 旦 ,一 位 意大利 天 文学 家 在 西西 里 岛 观 
察 到 在 白羊座 附近 有 光度 八 等 的 星 移 动 , 这 颗 现 在 被 称 作 谷 神 星 
的 小 行星 在 天 空 出 现 了 41 天, 扫 过 八 度 角 之 后 ,就 在 太阳 的 光芒 
下 没 了 踪影 . 当时 天 文学 家 无 法 确定 这 颗 新 星 是 彗星 还 是 行星 ,这 
个 问题 很 快 成 了 学 术 界 关注 的 焦点 ,甚至 成 了 哲学 问题 . 黑 格 尔 就 
曾 写 文章 嘲讽 天 文学 家 说 ,不 必 那 么 热衷 去 找寻 第 八 颗 行星 ,他 认 
为 用 他 的 逻辑 方法 可 以 证 明太 阳 系 的 行星 ,不 多 不 少 正好 是 七 颗 . 
高 斯 也 对 这 颗 星 着 了 迷 , 他 利用 天 文学 家 提供 的 观测 资料 ,不 慌 不 
忙 地 算出 了 它 的 轨迹 . 不 管 黑 格 尔 有 和 多么 不 高 兴 , 几 个 月 以 后 ,这 
颗 最 早 发 现 迄 今 仍 是 最 大 的 小 行星 准时 出 现在 高 斯 指定 的 位 置 
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上 . 自 那 以 后 ,小 行星 、 大 行星 (海王 星 和 祥 王 星 ) 接二连三 地 被 发 
现 了 . 

在 物理 学 方面 高 斯 最 引 人 了 瞩目 的 成 就 是 在 1833 年 和 物理 学 
家 韦伯 一 起 发 明了 有 线 电报 ,这 使 高 斯 的 声望 超出 了 学 术 圈 而 进 
入 公众 社会 . 除 此 以 外 ,高 斯 在 力学 . 测 地 学 .水 工学 .电动 学 . 磁 学 
和 光学 等 方面 均 有 杰出 的 贡献 . 爱 因 斯 坦 曾 评论 说 :高 斯 对 于 近 
代 物 理学 的 发 展 , 尤 其 是 对 于 相对 论 的 数学 基础 所 作 的 贡献 ( 指 曲 
面 论 ) ,其 重要 性 是 超越 一 切 ,无 与 伦比 的 .” 

高 斯 始终 没有 忘记 布 伦 瑞 克 公事 的 恩情 ,他 一 直 对 他 的 沈 助 
人 在 1806 年 惨死 在 拿破仑 手下 这 件 事 耿 耿 于 怀 , 因 而 拒 不 接受 法 
国 大 革命 的 信条 和 由 此 引发 的 民主 思潮 的 影响 ,他 的 学 生 都 称 他 
为 保守 派 . 高 斯 一 生 谨 慎 保 守 , 特 别 是 对 科学 研究 ,他 希望 留 下 的 
都 是 十 全 十 美的 艺术 珍品 ,高 斯 对 于 严密 性 的 要 求 也 非常 苛刻 ,使 
得 一 个 定理 从 直觉 的 形式 到 完整 的 数学 证 明 , 中 间 有 一 段 很 长 的 
过 程 . 此 外 ,高 斯 十 分 讲究 组 织 结构 ,他 希望 在 每 一 个 领域 中 ,都 能 
树立 起 一 致 而 普遍 的 理论 ,从 而 将 不 同 的 定理 联系 起 来 . 鉴于 上 述 
原因 ,高 斯 很 不 乐意 公开 发 表 他 的 东西 .他 的 著名 的 警句 是 ;宁肯 
少 些 ,但 要 成 熟 ”. 为 此 ,高 斯 付出 了 高 郧 的 代价 , 包 插 把 非 欧 几何 
学 和 最 小 二 乘法 的 发 明 权 让 给 了 罗 巴 切 夫 斯 基 、 鲍 耶 和 勒 让 德 ,就 
如 同 费 马 把 解析 几何 和 微 积分 的 发 明 权 让 给 了 笛 卡 儿 和 和 牛顿 、 莱 
布 尼 兹 .他 一 生发 表 了 150 多 篇 论文 ,但 仍 有 大 量 发 现 没有 公 之 于 
世 , 比 如 ,高 斯 从 做 出 有 关 正 多 边 形 发 现 的 那天 起 ,就 开始 了 著名 
的 数学 日 记 , 他 以 密码 式 的 文字 记载 下 许多 伟大 的 数学 发 现 , 高 斯 
的 这 本 日 记 直 到 1898 年 才 被 找到 . 

在 高 斯 的 时 代 ， 几乎 找 不 到 什么 人 能 够 分 享 他 的 想法 或 向 他 
提供 新 的 观念 . 每 当 他 发 现 新 的 理论 时 ,他 没有 人 可 以 讨论 . 这 种 
孤独 的 感觉 ,经 年 累 月 积存 下 来 ,造成 了 他 高 高 在 上 、 冷 大 冰箱 的 
心境 . 这 种 智慧 上 的 孤独 ,在 历史 上 只 有 很 少 几 个 伟人 感受 过 .高 
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斯 从 不 参加 公开 争论 ,他 对 辩论 一 向 深恶痛绝 ,他 认为 那 很 容易 演 
变 成 思春 的 喊叫 ,这 或 许 是 他 从 小 对 粗暴 专制 的 父亲 一 种 心理 上 
的 反抗 . 高 斯 成 名 后 很 少 离开 过 哥 廷 根 ,他 曾 多 次 拒绝 柏林 、 圣 彼 
德 堡 等 地 科学 院 的 邀请 . 高 斯 甚至 厌恶 教学 ,也 不 热衷 于 培养 和 发 
现年 轻 人 ,自然 就 谈 不 上 创立 什么 学 派 , 这 主要 是 由 于 高 斯 天 赋 太 
高 ,因而 心灵 上 离 群 索 居 . 可 这 不 等 于 说 高 斯 没有 出 类 拨 禁 的 学 
生 , 歼 曼 、 狄 利克 雷 都 堪 称 伟大 的 数学 家 , 戴 特 金 和 艾 森 斯 坦 也 对 
数学 作出 了 杰出 贡献 , 但 是 由 于 高 斯 的 登峰造极 ,在 这 几 个 人 中 ， 
也 只 有 和 歼 坚 (在 犹 利 克 雷 死 后 继承 了 高 斯 的 职位 ) 被 认为 和 高 斯 
比较 亲近 . 

和 高 斯 同时 代 的 伟大 数学 家 雅 可 比 和 阿 贝尔 都 抱怨 高 斯 漠视 
了 他 们 的 成 就 . 雅 可 比 是 个 很 有 思想 的 人 ,他 有 一 名 流传 至 今 的 名 
言 :“ 科 学 的 唯一 目的 是 为 人 类 的 精神 增光 ”. 他 是 狄 利克 雷 的 丈 
人 ,但 他 一 直 没 能 和 高 斯 可 上 亲密 的 友情 . 在 1849 年 哥 廷 根 大 学 
举行 五 十 周年 庆祝 会 上 ,从 柏林 赶 来 的 雅 可 比 坐 在 高 斯 映 旁 的 荣 
誉 席 上 , 当 他 想 找 话题 谈 数 学 时 ,高 斯 不 予 理 皮 , 在 其 他 场合 也 是 

阿 贝 尔 的 命运 很 惨 , 他 是 一 个 伟大 的 天 才 , 却 过 着 贫穷 的 生 
活 . 阿 贝尔 20 岁 时 ,解决 了 数学 史上 的 一 个 大 问题 , 即 证 明了 用 根 
式 解 一 般 五 次 方程 的 不 可 能 性 ,他 将 短 短 六 页 “不 可 解 ” 的 证 明 寄 
给 欧洲 一 些 著 名 的 数学 家 , 融 斯 自然 也 收 到 了 一 份 . 阿 贝 尔 在 引言 
中 满怀 信心 ,以 为 数学 家 们 会 亲切 地 接受 这 篇 论文 .不久 ,乡村 牧 
师 的 儿子 阿 贝 尔 开 始 了 他 一 生 唯 一 的 一 次 隐 足 ,当时 他 想 以 这 篇 
文章 作 敲 门 砖 . 阿 贝 尔 此 行 最 大 的 愿望 就 是 拜访 高 斯 ,但 高 斯 高 不 
可 攀 , 只 是 将 论文 瞄 了 几 行 , 便 把 它 丢 在 一 旁 ,仍然 专心 于 自己 的 
钱 究 工作 . 阿 贝 尔 只 得 在 从 巴黎 去 往 相 林 的 旅途 中 ,以 浙 增 的 痛 苗 

匈牙利 青年 数学 家 亚 诺 什 。 鲍 耶 ,在 试 证 第 五 公设 时 ,用 反 证 
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法 推出 了 一 系列 与 人 们 的 经 验 不 相符 合 的 结论 , 写 出 了 题 为 “空间 
的 绝对 几何 ”的 论文 , 寄 给 高 斯 ,求助 于 高 斯 帮助 他 发 表 . 但 高 斯 
在 给 他 的 回信 中 写 到 :“ 我 不 能 称赞 你 的 工作 ,因为 称 赞 你 就 等 于 
称赞 我 自己 ,你 所 取得 的 结论 ,我 在 30 年 前 就 已 获得 ,并 且 比 你 的 
还 多 ,我 不 能 帮 你 发 表 . ”这 对 鲍 耶 的 打击 很 大 ,精神 上 受到 伤害 ， 
从 此 抛弃 了 数学 研究 ,在 数学 史上 留 下 了 很 大 的 遗憾 . 

阿 贝尔 曾 这 样 评价 高 斯 : “他 像 只 狐狸 ,用 尾巴 抹 平 了 在 沙 地 
上 走 过 的 脚印 . ”对 于 这 些 批评 ,高 斯 的 回答 是 :“ 凡 有 自尊 心 的 建 
筑 师 ,在 瑰丽 的 大 厦 建 成 之 后 , 决 不 会 把 脚手架 留 在 那里 .” 

2. 取 整 函数 的 定义 与 特征 

函数 f(x) = Ex], 其 中 [zx] 表示 不 超过 的 最 大 整数 , 称 为 取 
整 函数 ,也 称 为 最 大 整数 部 分 函数 . 

取 整 消 数 是 公元 1800 年 高 斯 引进 的 函数 ,他 是 在 研究 圆 内 整 
点 问题 时 提出 的 ,又 称 为 高 斯 函数 . 

按照 取 整 函数 的 定义 ,对 任意 实数 x, 都 有 

zrz—1<|izj 志 x, z=|zxj+a(0 之 a 二 1) 

取 整 函数 是 非常 重要 的 数学 概 
念 , 它 的 定义 域 是 连续 的 区 间 , 值 域 却 
是 离散 的 数 集 , 它 关 联 着 连续 和 离散 
两 个 方面 ,因而 有 其 独特 的 性 质 和 广 
泛 的 应 用 . 除了 在 微 积 分 中 经 常 看 到 
取 整 函数 的 身影 外 ,在 离散 数学 中 要 
用 到 取 整 函数 , 在 计算 机 算法 分 析 中 图 6-2 
也 常常 用 到 取 整 函数 . 

取 整 函数 定义 域 为 RR, 值 域 为 全 体 整 数 , 它 的 图 像 很 奇特 ,就 
像 台 阶 , 如 图 6-2 所 示 、 

取 整 函数 在 定义 域 上 是 无 界 函 数 ,是 递增 函数 (但 不 严格 递 
增 ), 是 非 奇 非 偶 得 函数 , 非 周 期 函数 . 
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取 整 函数 在 整 点 处 无 极限 .不 连续 、 不 可 导 ; 在 任何 闭 区 间 上 
可 积 . 

3. 取 整 函数 的 一 个 应 用 一 一 推算 星期 几 

利用 取 整 函数 ,我们 可 以 推算 出 在 公元 二 年 第 y 天 是 星期 几 . 

历法 家 已 经 为 我 们 找到 了 这 样 的 公式 ， 

5 一 工 一 十 | 4 十 Wy + +， 

这 里 变量 z 是 公元 的 年 数 ; 变 量 y 是 从 这 一 年 的 元 日 , 算 到 这 
一 天 为 止 ( 包 含 这 一 天 ) 的 天 数 . 

按 上 式 求 出 S$ 后 , 除 以 7, 如 果 恰 能 除 尽 , 则 这 一 天 为 星期 日 ; 
否则 余数 为 几 , 则 为 星期 几 ! 

如 :我们 共和 国 成 立 于 1949 年 10 月 1 工 日 : 问 这 一 天 是 星期 几 ? 

因 x 二 1949,y 一 274 


S —1949—14 [1 [| [28 全 274 


100 400 

二 1948 十 487 一 19 十 4 十 274 一 2694 志 6(mod7) 
帮 1949 年 10 月 1 日 是 星期 六 . 
再 如 :公元 2000 年 1 月 1 日 ,21 世 纪 的 第 一 天 是 星期 几 呢 ? 
因 xz 二 2000,y 一 1, 代 入 公式 可 得 出 这 一 天 为 星期 六 ， 
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极限 概念 是 微 积 分 中 最 基本 的 概念 之 一 ,整个 微 积 分 是 以 极 
限 概 念 为 基础 的 , 微 积 分 中 的 一 系列 重要 概念 ,如 函数 的 连续 性 、 
导数 以 及 定 积分 等 都 是 借助 于 极限 来 定义 的 . 如 果 要 问 : 微 积分 是 
一 门 件 么 学 科 ? 那 么 可 以 概括 地 说 : 微 积 分 就 是 用 极限 思想 来 研究 
函数 的 一 门 学 科 . 

极限 思想 是 近代 数学 的 一 种 重要 思想 ,所 谓 极限 思想 ,是 指 用 
极限 概念 分 析 问 题 和 解决 问题 的 一 种 数学 思想 . 用 极限 思想 解决 
问题 的 一 般 步 骤 可 概括 为 :对 于 被 考察 的 未 知 量 , 先 设法 构思 一 个 
与 它 有 关 的 变量 ,确认 这 变量 通过 无 限 过 程 的 结果 就 是 所 求 的 未 
知 量 ;最 后 用 极限 计算 来 得 到 这 结果 . 

本 部 分 主要 介绍 极限 概念 发 展 的 几 个 历史 阶段 .极限 思想 及 
其 在 微 积 分 中 的 应 用 . 


一 \ 极 限 概念 发 展 的 几 个 历史 阶段 


极限 是 用 以 描述 变量 在 一 定 变 化 过 程 中 终极 状态 的 概念 , 极 
限 理 论 是 微 积 分 学 的 基础 , 它 从 方法 论 上 突出 地 表现 了 微 积 分 学 
不 同 于 初等 数学 的 特点 . 从 十 至 今 , 人 们 对 于 极限 概念 的 认识 经 历 
了 漫长 (2000 多 年 ) 的 过 程 . 
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1. 朴 泰 、 直 观 的 极限 观 

这 种 极限 观 在 我 国 古 代 的 文献 中 就 有 记载 ,最 著名 的 是 《庄子 
* 天 下 篇 》 中 记载 的 一 段 话 :“ 一 尺 之 极 , 日 取 其 半 , 万 世 不 竭 .” 后 
来 刘 微 的 “ 割 圆 本 ”就 是 建立 在 直观 基础 上 的 一 种 原始 的 极限 思 
想 的 应 用 . 

古 希 腊 数 学 家 创立 的 “穷竭 法 ”也 是 极限 思想 的 应 用 ,但 由 于 
他 们 对 “无 限 的 铠 惧 ”, 避 免 了 明显 地 “ 取 极 限 ”, 而 是 借助 于 间接 证 
法 一 一 归 廖 法 来 完成 了 有 关 的 证 明 . 古 希腊 在 极限 方面 的 突出 贡 
献 是 阿 基 米 德 的 4 抛物 弓形 求 积 》 它 已 形成 了 “ 微 元 法 ”思想 的 雏 
形 . 到 了 16 世纪 ,荷兰 数学 家 斯 泰文 在 考察 三 角形 重心 的 过 程 中 
改进 了 古 希 腊 人 的 穷竭 法 ,他 借助 几何 的 直观 ,大 胆 地 运用 极限 思 
想 思考 问题 ,放弃 了 归 诬 法 的 证 明 . 因此 ,他 就 在 无 意 中 “ 指 出 了 把 
极限 方法 发 展 成 为 一 个 实用 概念 的 方向 ”. 

2. 神秘 的 极限 观 

极限 思想 的 进一步 发 展 是 与 解析 几何 和 微 积分 的 建立 紧密 相 
联系 的 . 16 世纪 的 欧洲 处 于 资本 主义 萌芽 时 期 ,生产 力 得 到 极 大 
的 发 展 ,生产 和 技术 中 大 量 的 问题 ,只 用 初等 数学 的 方法 已 无 法 解 
决 ,要求 数学 突破 只 研究 常量 的 传统 范围 ,而 提供 能 够 用 以 描述 和 
研究 运动 、 变 化 过 程 的 新 工具 ,这 是 促进 极限 发 展 、 建 立 微 积 分 的 
社会 背景 .在 17 世纪 ,解析 几何 的 创立 成 为 数学 发 展 的 转折 点 . 自 
然 科学 研究 的 中 心 转向 目 然 界 中 的 运动 和 变化 . 数学 中 自然 而 然 
地 引入 了 变量 和 孙 数 的 概念 ,牛顿 和 芋 布 尼 兹 创立 了 微 积分 . 在 建 
立 微 积分 的 过 程 中 ,必然 要 涉及 极限 概念 . 最 初 的 极限 概念 是 十 分 
含糊 不 清 的 ,并 且 在 某 些 关 键 处 常常 不 能 自圆其说 ,如 “无 穷 小 一 
会 儿 是 零 ,一 会 儿 又 不 是 零 ” 等 等 . 这 个 时 期 的 极限 概念 接近 于 
“数列 极限 的 描述 定义 ” 正 因为 当时 缺乏 严格 的 极限 定义 , 微 积分 
理论 受到 了 人 们 的 怀疑 与 攻击 ,这 就 是 数学 史上 所 说 的 第 二 次 数 
学 危机 一 一 无穷 小 悖 论 . 
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3. 严格 的 极限 理论 

为 了 克服 无 穷 小 带 来 的 困难 ,在 18 至 19 世纪 ,数学 家 们 提出 
了 许多 方案 . 明确 地 将 极限 作为 微 积分 基本 概念 的 是 法 国 数学 家 
达 明 贝尔 ,严格 的 极限 理论 是 由 柯 西 初 建 \ 维 尔 斯 特 拉 斯 完成 的 ， 
柯 西 把 无 穷 小 视 为 极限 为 零 的 变量 ,他 引入 “lim” 来 表示 极限 , 维 
尔 斯 特 拉 斯 提出 了 极限 的 精确 定义 ,如 数列 极限 的 s 一 N 定义 、 池 
数 极限 的 e 一 8 定义 ,定量 地 地 刻 划 了 两 个 “无 限 过 程 ” 之 间 的 联 
系 ,这样 的 定义 至 今 仍 在 高 等 数学 书籍 中 使 用 . 


二 ,极限 思想 及 其 在 微 积分 中 的 应 用 


1. 极限 思想 及 其 思维 功能 

所 谓 极 限 思想 ,是 指 用 极限 概念 分 析 问 题 和 解决 问题 的 一 种 
数学 思想 . 用 极限 思想 解决 问题 的 一 般 步骤 可 概括 为 :对 于 被 考察 
的 未 知 量 , 先 设法 构思 一 个 与 它 有 关 的 变量 ,确认 这 变量 通过 无 限 
过 程 的 结 宁 就 是 所 求 的 未 知 量 ; 最 后 用 极限 计算 来 得 到 这 结果 . 

极限 思想 在 现代 数学 万 至 物理 学 等 学 科 中 有 着 广泛 的 应 用 ， 
这 是 由 它 本 身 固 有 的 思维 功能 所 决定 的 . 极限 思想 揭示 了 变量 与 
常量 无限 与 有 限 的 对 立 统一 关系 ,是 唯物 辨证 法 的 对 立 统 一 规律 
在 数学 领域 中 的 应 用 . 借助 极限 思想 ,人 们 可 以 从 有 限 认 识 无 限 ， 
从 “不 变 ” 认 识 “ 变 ”, 从 直线 形 认 识 曲 线形 ,从 量变 认识 质变 ,从 近 
似 认识 精确 . 

无 限 与 有 限 有 本 质 的 不 同 ,但 二 者 又 有 联系 ,无 限 是 有 限 的 发 
展 . 无限 个 数 的 和 不 是 一 般 的 代数 和 ,把 它 定 义 为 “部 分 和 ”的 极 
限 ,就 是 借助 于 极限 的 思想 方法 ,从 有 限 来 认识 无 限 的 . 

“ 变 ” 与 “不 变 ” 反 映 了 事物 运动 变化 与 相对 静止 两 种 不 同 状 
态 ,但 它们 在 一 定 条 件 下 又 可 相互 转化 ,这 种 转化 是 “数学 科学 的 
有 力 杠 杆 之 一 ”. 例如, 要求 变速 直线 运动 的 瞬时 速度 ,用 初等 方法 
是 无 法 解决 的 ,困难 在 于 速度 是 变量 . 为 此 ,人 们 先 在 小 范围 内 用 
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们 速 代替 变速 ,并 求 其 平均 速度 ,把 瞬时 速度 定义 为 平均 速度 的 极 
限 ,就 是 借助 于 极限 的 思想 方法 ,从 “不 变 ” 来 认识 “ 变 ” 的 . 

曲线 形 与 直线 形 有 着 本 质 的 差异 ,但 在 一 定 条 件 下 也 可 相互 
转化 ,正如 恩格斯 所 说 :“ 直 线 和 曲线 在 微分 中 终于 等 同 起 来 了 .” 
善于 利用 这 种 对 立 统一 关系 是 处 理 数 学 问题 的 重要 手段 之 一 . 直 
线形 的 面积 容易 求 得 , 求 曲 线形 的 面积 问题 用 初等 的 方法 是 不 能 
解决 的 . 刘 微 用 圆 内 接 多 边 形 允 近 贺 ,一般 地 ,人 们 用 小 和 矩形 的 面 
积 来 逼近 曲 边 梯形 的 面积 ,都 是 借助 于 极限 的 思想 方法 ,从 直线 形 
来 认识 曲线 形 的 . 

量变 和 质变 既 有 区 别 又 有 联系 ,两 者 之 间 有 着 辩证 的 关系 . 量 
变 能 引起 质变 , 质 和 量 的 互 变 规律 是 辩证 法 的 基本 规律 之 一 ,在 数 
常人 赋 究 工作 中 起 着 重要 作用 . 对 任何 一 个 圆 内 接 正 多 边 形 来 说 , 当 
它 边 数 加 倍 后 ,得 到 的 还 是 内 接 正 多 边 形 , 是 量变 而 不 是 质变 ;但 
是 ,不 断 地 让 边 数 加 售 ,经 过 无 限 过 程 之 后 , 多边形 就 “ 变 ” 成 圆 ， 
多 边 形 面积 便 转 化 为 圆 面积 . 这 就 是 借助 于 极限 的 思想 方法 ,从 量 
变 来 认识 质变 的 . 

近似 与 精确 是 对 立 统 一 关系 ,两 者 在 一 定 条 件 下 也 可 相互 转 
化 ,这 种 转化 是 数学 应 用 于 实际 计算 的 重要 诀窍 . 前 面 所 讲 到 的 
“部 分 和 ”、“ 平 均 速度 ”“ 圆 内 接 正 多 边 形 面积 ”, 分 别 是 相应 的 “无 
穷 级 数 和 ”“ 瞬 时 速度 "“ 圆 面积 ”的 近似 值 , 取 极限 后 就 可 得 到 
相应 的 精确 值 . 这 都 是 借助 于 极限 的 思想 方法 ,从 近似 来 认识 精 
确 的 . 

2. 极限 思想 在 微 积 分 中 的 应 用 

一 方面 ,极限 的 思想 方法 贯穿 于 微 积 分 课程 的 始终 . 可 以 说 微 
积分 中 的 几乎 所 有 的 概念 都 离 不 开 极 限 . 在 几乎 所 有 的 微 积 分 著 
作 中 ,都 是 先 介绍 冰 数 理论 和 极限 的 思想 方法 ,然后 利用 极限 的 思 
想 方 法 给 出 其 他 概念 ， 

连续 函数 一 一 自 变 量 的 增 量 趋 于 零 时 ,函数 值 的 增 量 趋 于 零 
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的 极限 . 

导数 一 一 函数 值 的 增 量 与 自 变 量 的 增 量 之 比 , 自 变 量 的 增 景 
趋 于 零 时 的 极限 . 

积分 一 一 是 当 分 割 的 细 度 趋 于 零 时 ,积分 和 式 的 极限 . 

级 数 的 敛 散 性 一 一 级 数 的 部 分 和 数列 是 否 有 极限 . 

男 一 方面 ,极限 思想 方法 是 微 积分 乃至 全 部 高 等 数学 必 不 可 
少 的 一 种 重要 方法 ,也 是 微 积分 与 初等 数学 的 本 质 区 别 之 处 . 微 积 
分 之 所 以 能 解决 许多 初等 数学 无 法 解决 的 问题 (例如 求 瞬时 速度 、 
曲线 弧 长 、 曲 边 形 面积 、 曲 面体 体积 等 问题 ), 正 是 由 于 它 采 用 了 极 
限 的 思想 方法 . 

有 时 我 们 要 确定 某 一 个 量 ,首先 确定 的 不 是 这 个 量 的 本 喘 而 
是 它 的 近似 值 , 而 且 所 确定 的 近似 值 也 不 仅仅 是 一 个 而 是 一 连 串 
越 来 越 准确 的 近似 值 ; 然 后 通过 考察 这 一 连 串 近似 值 的 趋向 ,把 那 
个 量 的 准确 值 确定 下 来 . 这 就 是 运用 了 极限 的 思想 方法 . 
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， 徽 积 分 的 研究 对 人 是 函数 ,研究 内 容 主 要 是 以 极限 为 主要 思 
想 和 方法 来 研究 函数 的 分 析 性 质 ( 连 续 性 、 可 微 性 .可 积 性 ) ,涉及 
到 的 重要 概念 有 连续 、 导 数 、 徽 分 .积分 等 ,了 解 这 些 概念 的 产生 与 
发 展 、 本 质 与 关系 ,对 理解 和 掌握 微 积 分 具有 重要 的 意义 . 

本 部 分 主要 介绍 和 连续、 微分、 导数 、 积 分 概念 的 产生 与 发 展 过 
程 ,以 及 这 些 概 念 之 间 的 相互 关系 . 


一 、 连 续 


微 积 分 的 研究 对 象 是 函数 ,主要 是 连续 函数 . 因此 对 函数 连续 
性 的 讨论 是 微 积 分 的 一 个 重要 内 容 . 

客观 世界 的 许多 现象 和 事物 不 仅 是 运动 变化 的 ,而 且 其 运动 
变化 的 过 程 往往 是 连绵 不 断 的 . 这 些 连 绵 不 断 发 展 变化 的 事物 在 
量 的 方面 的 反映 就 是 连续 函数 ,连续 函数 就 是 刻画 变量 连续 变化 
的 数学 模型 . 

16 ~ 17 志 纪 微 积分 的 酝酿 和 产生 ,直接 开始 于 对 物体 的 连续 
运动 的 研究 . 像 佑 利 略 所 研究 的 落体 运动 、 开 普 勒 所 研究 的 绕 日 运 
转 的 行星 所 扫描 的 扇形 面积 .牛顿 所 研究 的 “ 流 ” 等 都 是 连续 变化 
的 量 . 这 个 时 期 以 及 18 世纪 的 数学 家 ,虽然 已 经 大 张 旋 误 地 研究 
了 连续 变化 的 量 , 即 连续 函数 ,但 仍 停留 在 几何 直观 上 ,把 能 一 笔 
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画 成 的 曲线 所 对 应 的 函数 叫做 连续 孔 数 . 

连续 的 直观 含义 就 是 连绵 不 断 的 ,所 以 一 个 孙 数 y= 二 f(z) 在 
La,b]」] 上 是 一 个 “连续 函数 ”的 直观 意义 就 是 它 的 图 像 是 一 条 连绵 
不 断 的 曲线 . 

若 用 肾 数 值 y = f(x) 随 工 的 值 的 改变 而 变动 的 观点 来 说 ,就 
是 当 xz 逐渐 改变 时 ,函数 y = f(z) 的 相应 变动 也 是 逐渐 的 ,不 会 
有 任何 突 增 或 突 减 的 跳跃 式 振 荡 . 

从 数量 上 来 说 ,逐渐 的 改变 也 就 是 逐步 作 微 小 的 改变 ,所 以 当 
我 们 把 函数 的 连续 性 局 部 化 到 上 = a 的 邻 域 来 看 时 ,y = 二 f(z) 在 
Zz 二 a 点 连续 的 直观 意义 就 是 当 z 在 a 点 的 邻 域 内 作 微小 变动 时 ， 
y 三 f(x) 的 相应 晴 数 值 也 在 f(a) 的 邻 域内 作 微 小 变动 . 

1817 年 波 尔 察 诺 为 了 发 表 他 的 论文 ,需要 一 个 精确 的 连续 函 
数 的 定义 ,于 是 波 尔 察 诺 成 为 第 一 个 开始 对 函数 性 质 仔细 研究 的 
人 ,也 是 第 一 个 用 极限 概念 给 出 在 某 一 区 间 连 续 恰当 定义 的 人 . 

波 尔 察 诺 的 连续 定义 为 : 

如 果 在 某 区 间 内 任 一 + 处 ,只 要 | w | 充分 小 ,就 能 使 
| f(z 十 w) 一 f(z) | 任意 小 , 则 称 f(x) 在 该 区 间 上 连续 . 

这 与 符 义 力 数 连续 性 的 现代 方法 (es 一 9 语言 ) 已 非常 相似 ， 

直到 19 世纪 , 当 柯 西 以 及 维尔 斯 特 拉 斯 等 数学 家 建立 起 来 严 
格 的 极限 理论 之 后 , 才 对 连续 函数 作出 了 纯 数 学 的 精确 表述 . 

柯 西 把 函数 连续 性 的 严密 化 提 到 了 相当 的 高 度 , 柯 西 给 出 的 
连续 肾 数 的 定义 为 : 

如 果 在 两 个 界限 之 间 ( 即 某 一 区 间 ) 变量 xz 的 无 穷 小 增 量 a 总 
使 盟 数 f(z) 产生 一 个 无 穷 小 增 量 f(z 十 Qa) 一 f(x), 则 称 函 数 
f(z) 在 这 两 个 界限 之 间 连 续 . 

维尔 斯 特 拉 斯 给 出 了 函数 连续 性 的 现代 定义 : 

如 果 对 任意 给 定 的 e >0, 总 存在 8>0, 使 当 |z 一 zo | 过 6 
时 有 
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| f(x)— f(zxo) |<e， 

则 称 f(z) 在 z= 二 zo 处 连续 . 

维尔 斯 特 拉 斯 用 e 和 6 这 种 静态 的 有 限量 刻 划 了 动态 的 无 限 
量 , 这 个 e 一 8 定义 第 一 次 使 极限 和 连续 性 摆脱 了 与 几何 和 运动 的 任 
何 率 连 ,给 出 了 只 建立 在 数 与 函数 概念 上 的 清晰 的 定义 ,从 而 使 一 
个 模 灶 不 清 的 动态 描述 , 变 成 为 一 个 严密 叙述 的 静态 观念 , 它 既 排 
除了 无 穷 小 这 个 有 和 争议 的 概念 ,又 消除 了 波 尔 察 话 和 柯 西 定义 中 的 
小 于 任意 给 定 的 量 的 说 法 的 含糊 性 , 它 标志 着 微 积分 从 动态 化 达到 
静态 化 ,是 对 常量 的 否定 之 否定 ,是 变量 数学 史上 的 一 次 重大 创新 . 

今天 “se 一 6” 语言 的 精髓 已 经 深入 到 现代 数学 的 每 一 根 血管 ， 
牵动 着 每 一 根 神经 . 正 因 如 此 ,和 希 尔 伯 特 认 为 :维尔 斯 特 拉 斯 以 其 
酷爱 批判 的 精神 和 深 收 的 洞察 力 ,为 微 积 分 建立 了 坚实 的 基础 . 通 
过 沦 清 一 系列 概念 ,他 排除 了 在 微 积分 中 仍 在 出 现 的 各 种 错误 提 
法 , 扫 清 了 关于 无 穷 大 、 无 穷 小 等 各 种 混乱 观念 ,决定 性 地 克服 了 
源 于 无 穷 大 无 穷 小 滕 胱 思想 的 困难 .…… 今天 ,分 析 学 能 达到 这 
样 和 谐 可 靠 和 完美 的 程度 …… 本 质 上 应 归功 于 维尔 斯 特 拉 斯 的 
科学 活动 . 

在 极限 ,无穷 小 和 范 数 的 连续 性 等 概念 得 到 澄清 后 ,分 析 中 一 
些 重要 的 性 质 陆续 登场 . 维尔 斯 特 拉 斯 在 1860 年 应 用 Bolzano 的 
“最 小 上 界 原 理 ” 证 明了 ”“ 聚 点 原则 ”, 在 柏林 的 讲义 中 ,维尔 斯 特 
拉 斯 证 明了 闭 区 间 上 连续 函数 的 最 值 定 理 . 1870 年 ,Heine 定义 了 
一 致 连续 性 ,而 后 证 明 有 界 财 区 间 上 连续 盟 数 一 致 连续 . 


二 .导数 与 微分 


导数 与 微分 是 微分 学 的 重要 概念 ,作为 微分 学 基础 的 极限 理 
论 来 说 , 早 在 公元 前 3 世纪 ,上 古 希 腊 和 古代 中 国 就 已 经 产生 ,经 过 
16 ~ 19 世纪 的 漫长 历程 发 展 成 为 严格 的 理论 . 
在 17 世纪 ,由 于 两 位 杰出 的 数学 家 伽利略 和 开 普 勒 的 一 系列 
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发 现 , 导 致 了 数学 从 古典 数学 向 现代 数学 的 转折 ,在 25 岁 以 前 , 合 
利 略 就 开始 做 了 一 系列 实验 ,发 现 了 许多 有 关 物 体 在 地 球 引 力 场 
运动 的 基本 事实 , 开 普 勒 在 1619 年 前 后 归纳 出 著名 的 行星 运动 三 
定律 ,这 些 成 就 对 后 来 的 绝 大 部 分 的 数学 分 支 都 产生 了 巨大 影响 . 
伽利略 的 发 现 导 致 了 现代 动力 学 的 诞生 , 开 普 勤 的 发 现 则 产生 了 
现代 天 体力 学 . 这 些 学 科 的 发 展 都 需要 一 种 新 的 数学 工具 ,这 就 是 
研究 运动 与 变化 过 程 的 微 积 分 . 

微分 学 主要 来 源 于 对 下 列 问题 的 研究 :作曲 线 切线 的 问题 , 求 
物体 运动 的 速度 , 求 旺 数 的 最 大 、 最 小 值 的 问题 . 这 些 问 题 在 古 希 
腊 也 曾 考 虑 过 . 例如 ,在 古 希腊 就 能 作出 贺 和 圆锥 曲线 的 切线 , 阿 
波 罗 尼 斯 在 他 的 《圆锥 曲线 》 一 书 中 讨论 过 圆锥 曲线 的 法 线 , 把 它 
当 作 从 一 点 至 曲线 的 最 大 和 最 小 线段 ;在 古 希腊 的 著作 中 也 可 以 
找到 对 极 大 、 极 小 问题 的 讨论 . 

从 历史 来 看 ,导数 是 伴随 微分 的 诞生 而 顺理成章 地 产生 的 ,人 
们 先 有 了 微分 的 概念 , 随后 才 发 现 , 对 于 处 理 微分 问题 来 说 , 像 


lim AY = lim 二 AZ) 一作 7) 这 么 一 种 特定 形式 的 极限 , 即 导 


Ar-0 从 工 Azr-=0 会 工 
数 , 是 一 个 有 力 的 工具 . 

因为 一 方面 从 微分 形式 dy 二 六 (zx)dz 来 看 ,在 一 点 处 的 微分 
事实 上 都 必须 通过 这 一 点 的 导数 来 表达 和 计算 ; 另 一 方面 ,在 比较 
复杂 的 情况 下 (比如 高 阶 的 微分 和 导数 以 及 多 元 函数 的 微分 和 导 
数 等 ) ,无 论 是 形式 地 思考 还 是 实际 地 处 理 问 题 , 由 导数 人 手 都 要 
比 由 微分 人 手 更 容易 和 简单 一 些 , 并 且 导 数 有 它 本 身 的 意义 ,在 数 
学 的 理论 及 其 实际 应 用 方面 都 扮演 着 重要 的 角色 . 因此 才 引 入 了 
导数 概念 一 一 这 一 处 理 微 分 问题 的 有 力 工具 . 

1. 微分 概念 

为 求 变量 变化 的 极 值 以 及 曲线 的 切线 等 问题 ,导致 了 微分 思 
想 的 产生 . 
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古 希腊 以 后 ,从 一 般 意义 上 重新 讨论 曲线 的 切线 问题 由 法 国 
数学 家 罗 贝 瓦尔 (Roberval,1602 一 1675) 提出 的 . 他 认为 ,曲线 是 
由 运动 的 点 生成 的 ,点 的 运动 又 可 以 分 解 为 两 个 已 知 的 运动 ,两 个 
己 知 的 运动 的 速度 向 量 的 合成 向 量 给 出 曲线 的 切线 . 另 一 个 作 切 
线 的 方法 是 笛 卡 儿 给 出 的 , 写 在 他 的 《4 几何 学 》 一 书 的 第 二 部 分 ， 
但 他 的 方法 仅 限 于 代数 曲线 ,并且 会 遇 到 代数 上 的 困难 . 

上 面 的 方法 有 一 定 的 局 限 性 ,不 能 用 到 一 般 的 情形 ,也 没有 包 
含 可 能 产生 微分 学 的 方法 . 属于 微分 方法 的 先驱 工作 是 1629 年 费 
马 给 出 的 , 开 普 勒 已 经 观察 到 ;一 个 函数 的 增 量 通常 在 了 泡 数 的 极 大 
值 或 极 小 值 处 变 得 无 限 地 小 . 费 马 利用 这 一 事实 找到 了 求 极 大 值 
和 极 小 值 的 方法 . 费 马 还 创造 了 求 曲 线 切 线 的 方法 . 

曲线 的 切线 问题 和 函数 的 极 大 、 极 小 值 问 题 都 是 微分 学 的 基 
本 问题 . 正 是 两 个 问题 的 研究 促进 了 微分 学 的 诞生 , 费 马 在 这 两 个 
问题 上 都 作出 了 重要 贡献 . 

费 马 处 理 这 两 个 问题 的 方法 是 一 致 的 ,用 现代 语言 来 说 ,都 是 
先 取 增 量 ,而 后 让 增 量 趋向 于 0, 而 这 正 是 微分 学 的 实质 所 在 ,也 
正 是 这 种 方法 不 同 于 古典 方法 的 实质 所 在 . 

费 马 在 微分 学 这 个 领域 内 给 出 的 一 个 统一 的 无 穷 小 方法 ,用 
以 解决 求 最 大 、 最 小 值 问 题 和 作曲 线 的 切线 问题 ,他 的 研究 为 许多 
其 他 数学 家 所 继续 . 

英国 数学 家 巴 罗 (I. Barraow,1630 一 1677) ,在 这 两 类 问题 中 
间 搭 成 了 一 座 桥 梁 , 巴 罗 最 重要 的 著作 是 他 的 《光学 和 几何 学 讲 
义 》, 在 这 本 书 中 求 切线 的 方法 ,非常 接近 于 现代 微分 学 所 采用 的 
方法 ,并 且 我 们 能 够 找到 非常 接近 近代 微分 过 程 的 步骤 ,在 本 质 上 
他 已 经 用 了 今天 我 们 所 用 的 微分 三 角形 的 概念 . 

尽管 巴 罗 的 方法 比 费 马 的 方法 更 接近 于 求 导 运 算 , 但 是 还 不 
能 认为 它 已 含有 我 们 的 符号 Ay 和 Az, 由 于 它们 没有 明确 的 极限 
概念 ,所 以 它们 的 论证 在 逻辑 上 缺乏 严格 性 ， 
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巴 罗 还 作出 了 许多 曲线 的 切线 . 特别 重要 的 是 , 巴 罗 在 《光学 
和 几何 学 讲义 》 的 第 十 讲 和 第 十 一 讲 把 作曲 线 的 切线 与 曲线 的 求 
积 联 系 了 起 来 ,这 就 是 说 ,他 把 微分 学 和 积分 学 的 两 个 基本 问题 以 
几何 对 比 形式 联系 了 起 来 . 把 这 两 个 定理 翻译 成 现代 语言 ,并 使 用 
现代 符号 , 则 其 内 容 可 陈述 如 下 : 


如 果 YY 一 | zdz, 则 四 一 之 ; 
区 


如 果 == 至, 则 | zdz = > 


巴 罗 的 确 已 经 走 到 了 微 积 分 基本 定理 的 大 门口 ,但 在 巴 罗 的 
书 中 ,这 两 个 定理 相隔 二 十 余 个 别 的 定理 ,并 且 没 有 把 它们 对 照 起 
来 ,也 几乎 没有 使 用 过 它们 . 这 说 明 巴 罗 并 没有 从 一 般 概念 意义 下 
理解 它们 . 

在 创建 微 积分 的 过 程 中 究竟 还 有 和 多少 事情 要 做 呢 ? 

(1) 需要 以 一 般 形式 建立 新 计算 法 的 基 木 概念 及 其 相互 联 
系 ,创立 一 套 一 般 的 符号 体系 ,建立 计算 的 正规 程序 或 算法 ， 

(2) 为 这 门 学 科 重 建 逻辑 上 一 致 的 .严格 的 基础 . 

这 第 一 个 任务 就 是 牛顿 和 莱 布 尼 兹 各 自 独立 创造 的 微 积分 学 
所 完成 的 工作 ,至 于 要 在 一 个 比较 严格 的 基础 上 重建 这 个 学 科 的 
基本 概念 , 则 要 等 到 这 个 学 科 取 得 了 广泛 应 用 和 莲 勃 发 展 之 后 才 
可 能 ,这 是 法 国 伟大 的 分 析 学 家 柯 西 及 其 他 19 世纪 数学 家 的 
工作 . 

17 世纪 下 半 叶 ,在 前 人 工作 的 基础 上 ,英国 大 科学 家 牛顿 和 ” 
德国 数学 家 莱 布 尼 效 分 别 在 自己 的 国度 里 独自 研究 和 完成 了 微 积 
分 的 创立 工作 ,虽然 这 只 是 十 分 初步 的 工作 . 他 们 的 最 大 功绩 是 把 
两 个 貌似 点 不 相关 的 问题 联系 在 一 起 :一 个 是 切线 问题 (微分 学 的 
中 心间 题 ) ,一 个 是 求 积 问题 (积分 学 的 中 心 问题 ). 牛顿 和 莱 布 尼 
兹 建立 微 积 分 的 出 发 点 是 直观 的 无 穷 小 量 , 因 此 这 门 学 科 早 期 也 
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称 为 无 穷 小 分 析 . 生 顿 研究 微 积分 着 重 于 从 运动 学 来 考虑 , 菜 布 尼 
兹 却 是 侧重 于 几何 学 来 考虑 的 . 

牛顿 在 1671 年 写 了 《 流 数 法 和 无 穷 级 数 》, 这 本 书 直 到 1736 
年 才 出 版 , 它 在 这 本 书 里 指出 ,变量 是 由 点 、 线 . 面 的 连续 运动 产生 
的 ,否定 了 以 前 自己 认为 的 变量 是 无 穷 小 元 素 的 静止 集合 . 他 把 连 
续 变 量 叫做 流动 量 , 把 这 些 流动 量 的 导数 叫做 流 数 . 牛顿 在 流 数 术 
中 所 提出 的 中 心 问 题 是 :已 知 连续 运动 的 路 径 , 求 给 定时 刻 的 速度 
(微分 法 ) ;已 知 运动 的 速度 求 给 定时 间 内 经 过 的 路 程 (积分 法 ). 

莱 布 尼 兹 在 1684 年 ,发表 了 现在 世界 上 认为 是 最 早 的 微 积 分 
文献 《一 种 求 极 大 极 小 和 切线 的 新 方法 , 它 也 适用 于 分 式 和 无 理 
量 , 以 及 这 种 新 方法 的 奇妙 类 型 的 计算 》, 这 篇 文章 有 着 划时代 的 
意义 . 其 中 含有 微分 的 定义 、 现 代 的 微分 符号 和 基本 微分 法 则 . 

18 地 纪 欧 拉 、 柯 西 、 组 尔 斯 符 拉 斯 等 人 将 微分 概念 精确 化 ， 使 
得 微分 的 现代 形式 最 终 完 成 . 

2. 微分 思想 

在 微分 学 中 有 两 个 基本 问题 ;变化 率 问 题 和 增 量 问题 . 我 们 知 
道 , 函 数 y= jz) 在 点 工 处 的 变化 率 是 函数 的 导数 . 广 (z) , 它 是 描 
述 函 数 变 化 性 态 的 一 个 局 部 概念 . 

有 时 我 们 需要 计算 函数 y= f(x), 当 自 变 量 在 zo 处 有 一 个 微 
小 改变 量 Az 时 ,函数 改变 量 Ay = f(zo 十 Az) 一 f(zo) 的 大 小 . 

Ay 二 f(zo 十 AXx) 一 f(xo) 往往 是 Az 的 一 个 较 复杂 的 函数 ， 
要 精确 计算 它 是 困难 的 ,甚至 是 不 可 能 的 ;并 且 我 们 在 理论 研究 和 
实际 应 用 中 ,往往 只 需要 了 解 Ay 的 近似 值 就 可 以 了 . 因而 计算 机 
数 改 变量 Ay 的 近似 值 就 显得 特别 重要 . 

人 们 把 解决 上 述 问 题 的 出 路 放 在 将 Ay 二 flzxo 十 Az) 一 
f(zxo) 线性 化 ,用 Az 的 线性 函数 来 近似 代替 它 , 这 就 是 引入 微分 
的 基本 想法 . 

具体 过 程 如 下 : 
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设 函 数 y>= f(x), 当 自 变量 x 在 x。 处 获得 一 增 量 Az 时 ,函数 

y 也 获得 相应 的 增 量 Ay = f(x) 一 f(zxo) = 三 FFCzo 十 Az) 一 CCzo). 

Ay 一 般 是 Az 的 一 个 较 复杂 的 函数 , 记 为 Ay 二 g(Ax). 直接 

计算 Ay 往往 很 困难 ,于 是 希望 用 Az 的 线性 消 数 A 。Azx(A 与 Az 

无 关 ) 来 近似 代替 Ay, 使 对 Ay 的 计算 得 以 简化 . 同时 ,又 要 使 产生 
的 误差 与 Az 相 比 可 以 忽略 不 计 . 即 

1im Ay 一 各。Az 


Ay = g(AX)(Ay 是 因 变 量 ,Az 是 自 变 量 ) 一 般 是 曲线 ,而 Ay 
~ A . Az 是 直线 ,因此 微分 的 基本 思想 就 是 以 直 代 曲 . 


又 由 ( x) 式 成 立 ,可 得 lim ( 乏 一 A) 0, 得 A 二 (xo)， 


故 Ay 之 A。，Ax = 二 了 (zxo)Ax, 亦 即 
fr) So Fro) 十 广 (zo)(z 一 2o)， 

上 式 左 端 晴 数 表 示 的 是 曲线 y = f(z), 右 端 表示 的 是 曲线 y 
二 fA(X) 在 点 (zo，f(zo)) 处 的 切线 . 因此 上 面 提 到 的 以 直 代 曲 就 
是 局 部 地 以 曲线 的 切线 来 代替 该 曲线 ,这 就 是 微分 的 思想 . 

我 们 定义 水 数 y = f(z) 在 zo 点 的 微分 为 : 

dy = f (zo)Axz = f (xo) dz., 

可 见 , 水 数 y 二 f(z) 在 xzo 点 的 微分 有 两 个 特点 : 

QD 它 是 自 变 量 增 量 Az 的 线性 函数 ， 

四 它 与 函数 增 量 之 差 :Ay 一 dy 是 比 Az 更 高 阶 的 无 穷 小 . 

根据 上 述 两 个 特点 ， 当 
了 六 (zo) 关 0 时 ,就 可 以 用 微分 dy 
来 近似 表示 增 量 Ay, 即 Ay > dy， 
当 | Az | 越 小 ,其 近似 程度 就 越 
好 . 这 一 近似 等 式 是 应 用 微分 思 
想 解决 近似 计算 和 误差 估计 等 实 


一 0 oe (Xx) 
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际 问题 的 基础 ， 

微分 的 几何 意义 :函数 > 三 f(x) 在 zo 点 的 微分 等 于 曲线 y= 
f(z) 在 点 (xo，f《xo)) 处 的 切线 纵 坐 标的 增 量 ,如 图 8-1 所 示 . 

3. 导数 概念 

17 世纪 的 两 个 问题 ,导致 了 导数 概念 的 产生 . 

(1) 已 知 物体 运动 的 路 程 与 时 间 的 关系 , 求 物 体 在 任意 时 刻 
的 速度 和 加 速度 ; 反 过 来 ,已 知 物体 运动 的 加 速度 与 速度 , 求 物体 
在 任意 时 刻 的 速度 与 路 程 . 

解决 这 类 问题 的 困难 在 于 ,17 世纪 所 涉及 的 速度 和 加 速度 每 
时 每 刻 都 在 变化 ,计算 平均 速度 可 用 运动 的 时 间 去 除 运 动 的 距离 ; 


但 对 瞬时 速度 ,运动 的 距离 和 时 间 都 是 0 的 问题 


这 是 人 类 第 一 次 碰 到 这 样 的 问题 ， 

(2) 求 昌 线 的 切线 . 这 是 一 一 个 纯 几 何 的 问题 ， 但 对 于 科学 应 用 
具有 重大 意义 ,例如 在 光学 中 ,透镜 的 设计 就 用 到 曲线 的 切线 和 法 
线 的 知识 ,在 运动 中 也 遇 到 曲线 的 切线 问题 ,运动 物体 在 它 的 轨迹 
上 任 一 点 处 的 运动 方向 ,是 轨迹 的 切线 方 癌 . 

解决 这 类 问题 的 前 提 实 际 上 是 :“ 切 线 ” 本 身 的 意义 是 没有 和 解 
决 的 问题 , 对 于 圆锥 曲线 ,把 切线 定义 为 和 曲线 只 接触 一 点 而 且 位 
于 曲线 一 边 的 直线 就 足够 了 ,这 个 定义 古 希腊 人 已 经 知道 ,但 是 对 
于 17 世纪 所 用 的 比较 复杂 的 曲线 , 它 就 不 适用 了 . 

这 两 类 问题 都 归结 为 变量 变化 的 快慢 程度 , 即 变化 率 问题 . 牛 
顿 从 第 一 个 问题 出 发 , 菜 布 尼 效 从 第 二 个 问题 出 发 ,分 别 给 出 了 导 
数 的 概念 . 

(1) 求 变速 运动 的 瞬时 速度 

通常 人 们 所 说 的 物体 的 运动 速度 ,是 指 物体 在 一 段 时 间 内 的 
平均 速度 . 例如 :一 汽车 从 甲 地 出 发 到 达 乙 地 ,全 程 120 公里 ,行驶 
4 小 时 , 则 汽车 行驶 的 平均 速度 是 30 公里 / 小 时 .事实 上 ,汽车 并 

ea 63 。 


微 积 分 的 思想 方法 滴 源 


不 是 每 时 每 刻 都 以 30 公里 每 小 时 的 速度 行驶 ,这 是 因为 ,下 坡 时 
会 跑 得 快 些 , 上 坡 时 会 跑 得 慢 些 , 也 可 能 中 途 停车 等 等 , 即 汽车 每 
时 每 刻 的 速度 是 变化 的 . 一 般 来 说 平均 速度 并 不 能 反映 汽车 在 某 
一 时 刻 的 瞬时 速度 . 随 着 科学 技术 的 发 展 ,我 们 仅仅 知道 物体 运动 
的 平均 速度 是 不 够 的 ,还 要 知道 物体 在 某 一 时 刻 的 瞬时 速度 . 例 
如 :研究 子弹 头 的 穿 透 能 力 必 须知 道 弹头 接触 目标 的 瞬时 速度 . 

下 面 我 们 来 讨论 瞬时 速度 的 计算 方法 : 

间 题 : 设 物体 作 非 匀速 运动 ,其 运动 规律 (函数 ) 是 s = f(1)， 
其 中 上 是 时 间 ,* 是 距离 ,讨论 物体 在 1 二 t。 时 的 瞬时 速度 . 

解决 方法 :要 求 的 瞬时 速度 是 一 个 未 知 量 , 但 它 并 不 是 一 个 孤 
立 的 概念 , 它 与 某 些 已 知 的 概念 联系 着 ,有 关系 的 是 物体 运动 的 平 

在 为 处 给 自 变 量 一 个 改变 量 At 关 0, 物 体 在 At 这 一 段 时间 内 
所 经 过 的 路 程 为 ; 

As = flto TT Art) — f(to). 
物体 在 At 这 一 段 时 间 内 的 平均 速度 为 : 


As _ flto tT AtD) ~ f(to) 
At At ， 


当 At 变化 时 ,平均 速度 wv 也 随 着 发 生变 化 ; 当 At 较 小 时 ,平均 
速度 v 是 物体 在 时 刻 t。 处 “瞬时 速度 ”的 近似 值 , 当 At 越 小 其 近似 
程度 就 越 好 .于 是 ,物体 在 时 刻 t。 的 瞬时 速度 就 是 当 At 无 限 趋 近 
于 0(At 了 关 0) 时 ,平均 速度 ”的 极限 . 即 

As flto tt At) — f(to) 


"0 lm? Baa 7 ln A 
上 式 既 是 瞬时 速度 的 定义 ,也 给 出 了 计算 瞬时 速度 的 方法 . 
《2) 求 曲 线 上 一 点 处 的 切线 斜率 
问题 : 设 有 一 条 平面 曲线 如 图 8-2 所 示 , 它 的 方程 是 y = 
fz) , 求 过 该 曲线 上 一 点 ATGzo Yo) (Yo 一 f(xo)) 处 的 切线 斜率 ， 
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解决 方法 :要求 的 切线 斜率 是 
一 个 未 知 量 , 但 它 并 不 是 一 个 孤立 
的 概念 , 它 与 已 知 的 割 线 有 着 密切 
的 关系 . 

为 了 揭示 这 一 关系 ,在 此 平面 
曲线 上 另外 任 取 一 点 Q, 设 它 的 从 
标 是 (ze 十 Azyy 十 Ay), 其 中 Arz 
天 0,Avy 一 Frzo 十 Az) — f(xo). 

由 解析 几何 的 知识 :过 曲线 y 图 82 
二 f(x) 上 两 点 M(xzo ;yo) ,QCzo 十 Ax,yo 十 Ay) 的 制 线 斜率 为 & 


一 AY To 十 Az) 一作 To) , 当 Az 变 化 时 ,点 Q 在 曲线 上 变动 ， 
ATX A 


割 线 MQ 的 斜率 也 在 变化 . 当 Ax 越 来 越 小 时 ,点 Q 沿 曲线 逐渐 
趋 近 于 点 M, 割 线 MQ 逐渐 趋 近 于 过 点 M 的 切线 MT . 
于 是 , 当 Azx 一 0 时 ,点 QM, 制 线 MQ 极限 位 置 就 是 过 点 M 
的 切线 MT ,同时 MQ 的 斜率 &' 的 极限 就 是 切线 MT 的 斜率 . 即 
Ay _ im flzo 十 Ax) 一 了 (Zeo7 


k= limk’ = lim 全” = 
Ax_*0 Ar=0 入 工 Az-0 人 并 


上 式 给 出 了 切线 的 定义 ,也 给 出 了 计算 切线 斜率 的 方法 . 

上 述 两 个 问题 的 实际 意义 完全 不 同 ,一 个 是 物理 学 中 的 瞬时 
速度 ,一 个 是 几何 学 中 的 切线 斜率 .但 从 数量 关系 来 看 ,它们 有 着 
完全 相同 的 数学 结构 函数 的 改变 量 与 自 变量 改变 量 之 比 的 
极限 ,可 归 为 同一 类 数学 运算 . 即 : 

如 果 用 函数 > = f(x) 来 表示 某 一 现象 的 变化 规律 , 则 这 一 类 
型 的 数学 运算 是 : 

在 zo 给 自 变量 一 个 改变 量 Az 关 0, 得 到 相应 函数 的 改变 
量 Ay 二 f(zo 十 Az) 一 f(xo), 


@ 写 出 比值 人 
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@ 求 出 极限 lim > = lim Lt A — fo) 


字数 的 定义 这 基站， 二 f(x) 在 zo 的 某 邻 域内 有 定义 ,在 zo 
处 自 变量 zx 的 改变 量 是 Az 关 0, 相应 的 函数 的 改变 量 是 Ay = 


f(zo 十 Az) 一 了 (zo) ,车 极限 lim 2 = lim fxo 十 Az) — f(xo) 


存在 , 则 称 函 数 y> 二 f(x) 在 zo 点 可 导 ( 或 存在 ) ,此 极限 称 为 函数 
y 三 f(z) 在 zo 点 的 导数 (或 微 商 ). 记 作 :了 (xo) 号 或 科 |:=w， 即 


/ 1 az 十 Ar) 一 大 (rzo) 
f (70) 一 lm 二 


dy | im {tA fr) 


A->0 AX 

4. 二 二 导数 .入 分 的 闫 到 

(1) 连续 性 和 可 微 性 的 关系 

连续 性 和 可 微 性 是 微 积 分 的 基本 概念 . 在 今天 ,对 一 个 学 过 高 
等 数学 的 学 生来 说 , 认为 连续 函数 一 定 是 可 微 的 ,都 是 不 可 原 该 
的 ,然而 犯错 误 的 人 都 是 当时 的 伟人 ; 欧 拉 、 拉 格 庆 日 、 柯 西高 斯 
等 . 和 柯 西 同 时 代 的 几乎 所 有 数学 家 都 确信 连续 函数 一 定 是 可 
微 的 . 

最 早 明 确 区 别 连续 性 和 可 微 性 的 例子 ,出 现在 德国 大 数学 家 
黎 曼 1854 年 的 论文 中 . 

波 尔 察 话 1824 年 觉察 到 了 连续 铺 数 和 可 微 性 的 区 别 . 最 早 明 
确 地 以 几何 形式 (1830 年 ) 给 出 了 区 别 连续 性 和 可 微 性 的 例子 ,但 
没有 发 表 . 

1872 年 维尔 斯 特 拉 斯 在 柏林 科学 院 的 一 次 讲演 中 ,通过 一 致 
收敛 级 数 , 用 分 析 式 给 出 了 历史 上 第 一 一 个 处 处 连续 而 处 处 不 可 演 
负数 的 经 典 例子 : 
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flx) = Db"cos(ar nr) 
其 中 a 为 奇 整 数 ,z 为 实数 ,0 二 5 二 1,abp 全 1 十字 x 


连续 性 与 可 微 性 差异 的 重大 发 现 , 标 志 着 人 类 对 函数 认识 的 
进一步 深化 . 人 们 开始 注意 到 依靠 几何 直观 的 思维 方法 有 时 是 靠 
不 住 的 . 

(2) 导数 与 微分 的 关系 

导数 与 微分 是 微分 学 中 的 两 个 最 基本 的 概念 , 它们 之 间 既 有 
联系 又 有 区 别 : 

一 方面 ,可 导 与 可 微 是 等 价 的 , 铬 求 出 了 函数 在 一 点 的 导数 ， 
再 乘 以 dx 即 得 该 点 的 微分 ; 若 求 出 了 函数 在 一 点 的 微分 ,再 除 以 
dz 即 得 该 点 的 导数 ;因此 导数 又 叫做 微 商 . 

为 一 方面 ,从 它们 的 来 源 和 结构 来 看 ,导数 作为 有 确定 结构 的 
差 商 的 极限 , 比 微分 的 概念 更 为 基础 ;但 又 由 于 一 个 导数 可 以 表示 
为 两 个 微分 之 商 ,因此 在 分 析 运 算 中 ,微分 表现 出 更 大 的 灵活 性 与 

微分 是 研究 孙 数 的 一 个 重要 工具 ,因为 研究 旺 数 的 各 种 问题 
都 会 涉及 到 函数 的 增 量 ,而 微分 是 Az 的 线性 函数 且 微 分 代替 增 
基 的 误差 是 一 个 比 Azx 更 高 阶 的 无 穷 小 (或 者 说 当 Ax 一 0 时 ,微分 
dy 与 增 量 Ay 是 等 价 的 无 穷 小 ). 


三 、 积 分 


1. 积分 概念 的 产生 
在 数学 史上 ,积分 概念 先 于 微分 概念 产生 ,原因 是 积分 学 研究 
的 问题 是 静态 的 ,是 在 某 些 面积 .体积 和 弧 长 相 联系 的 求 和 过 程 中 
引出 的 . 而 微分 学 则 是 动态 的 , 它 涉及 到 运动 ,对 曲线 作 切 线 问题 
和 函数 的 极 大 值 . 极 小 值 问题 ,只 有 在 生产 力 发 展 到 一 定 阶段 时 才 
站 687 . 
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会 产生 ;再 往 后 人 们 才 注 意 到 :积分 和 微分 彼此 为 道 运算 而 相互 
关联 . 

积分 思想 源远流长 ,可 追 漳 到 遥远 的 古 希 腊 . 那 时 就 已 经 开始 
了 面积 、 体 积 、 绝 长 的 计算 和 图 形 重心 的 定位 . 苏 格 拉 底 的 同时 代 
人 .、 巧 辩 家 安 提 丰 ( 约 公元 前 500 年 ) 是 对 圆 的 求 积 问题 作出 贡献 
的 第 一 人 ，, 安 提 丰 在 研究 化 圆 为 方 时 ,提出 一 种 将 圆 内 接 正 多 边 形 
边 数 不 断 加 倍 有 逼近 圆周 的 方法 : 

“ 随 着 一 个 圆 的 内 接 正 多 边 形 的 边 数 逐 次 成 倍增 加 , 圆 与 多 边 
形 面积 的 差 将 被 穷竭 .” 

后 人 认为 这 是 穷竭 法 的 最 早 形 式 . 但 穷竭 法 通常 以 欧 多 克 
索 斯 命名 , 欧 多 克 索 斯 (Eudoxus, 公 元 前 400 ~ 公元 前 350) 是 
古 希 腊 柏拉图 时 代 最 伟大 的 数学 家 和 天 文学 家 ,他 假定 量 是 元 
限 可 分 的 . 

欧 多 克 索 斯 建立 了 “ 欧 多 克 索 斯 原理 ”， 

“ 设 给 定 两 个 不 相等 的 量 , 如 果 从 其 中 较 大 的 量 减 去 比 它 的 一 
半 大 的 量 ,再 从 所 余 的 量 中 减 去 比 这 余 量 的 一 半 大 的 量 ,继续 重复 
这 一 过 程 , 必 有 某 个 余 量 将 小 于 给 定 的 较 小 的 量 .” 

欧 多 克 索 斯 利用 这 一 原理 建立 了 完善 的 穷竭 法 ,证 明了 棱锥 
体积 是 同 底 同 高 的 棱柱 体积 的 三 分 之 一 ,以 及 圆锥 体积 是 同 底 同 
高 的 圆柱 体积 的 三 分 之 一 ,但 他 没有 明确 的 极限 思想 . 

穷竭 法 被 欧 几 里 得 收入 《几何 原本 》 中 ,成 为 几何 证 明 的 一 种 
方法 . 阿 基 米 德 对 穷竭 法 作出 了 最 巧妙 的 应 用 . 

真正 成 为 积分 学 萌芽 的 当 推 阿 基 米 德 ， (Arehimedes， 公元 前 
287 一 公元 前 212) 的 工作 . 

在 阿 基 米 德 时 代 , 圆 柱 的 体积 和 圆锥 的 体积 比较 好 求 , 但 求 球 
的 体积 要 困难 得 多 , 在 4 论 球 和 柱 体 》 一 书 中 , 阿 基 米 德 借助 圆柱 
和 圆锥 的 体积 ,第 一 次 给 出 现 了 球 和 球 冠 的 表面 积 . 球 和 球 缺 的 体 
积 的 正确 公式 ， 他 指出 ;如 果 圆 柱 的 底 等 于 球 的 大 圆 ,圆柱 的 高 等 
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于 球 的 直径 , 则 球 的 表面 积 恰 好 等 于 圆柱 的 总 面积 (包括 侧面 积 和 
两 底 的 面积 ) 的 2/3, 圆 柱 的 体积 恰好 等 于 球 的 体积 的 3/2. 由 此 不 
难得 出 我 们 熟知 的 公式 ， 

4 


S 一 4rr,V = rx. 


3 

其 中 S 和 VV 分别 表 示 半 径 为 r 的 球 的 表面 积 和 体积 . 

阿 基 米 德 求 球体 积 的 方法 ,后 人 称 之 为 “ 阿 基 米 德 平衡 法 ” ,他 
把 一 个 量 看 成 由 大 量 的 微 元 所 组 成 ,这 与 现代 的 积分 法 实质 上 是 
相同 的 . 

阿 基 米 德 还 在 他 的 《抛物 弓形 求 积 》 中 用 穷竭 法 求 出 了 抛物 
线 马 形 的 面积 . . 

公元 263 年 我 国 刘 徽 提 出 的 割 圆 术 , 也 是 积分 思想 的 雏形 ， 
并 且 用 这 些 方法 求 出 了 不 少 几 何 形体 的 面积 和 体积 ;然而 这 些 古 
代 方 法 都 建立 在 特殊 的 技巧 之 上 ,不 具有 一 般 性 ,也 不 是 以 严密 的 
理论 为 基础 的 . 

第 一 个 试图 阐明 阿 基 米 德 方法 ,并 将 他 的 方法 给 予 推广 的 是 
德国 的 天 文学 家 和 数学 家 开 普 勒 (Kepler,1571 一 1630), 他 在 
1615 年 的 4 酒 桶 的 新 立体 几何 》 一 书 中 包含 用 无 穷 小 元 素 求 面积 
和 求 体 积 的 许多 问题 ， 开 普 勤 在 天 文学 研究 中 已 得 到 (用 现代 符 


号 表示 的 ) 公式 :| singdg = 1 一 cosb. 开 普 勤 的 方法 被 后 人 称 为 


“ 同 维 无 穷 小 方法 ”. 

开 普 勒 工 作 的 直接 继承 者 是 意大利 数学 家 卡 瓦 列 里 
(Cavalieri, 1598 ~ 1647)，1635 年 , 卡 瓦 列 里 发 表 了 《不 可 分 素 几 
何 学 》, 他 认为 :“ 要 决定 平面 图 形 的 大 小 可 以 用 一 系列 平行 线 , 我 
们 设想 在 这 些 图 形 上 划 了 无 穷 多 平行 线 .” 他 以 同样 的 方式 处 理 
了 立体 ,只 是 那里 不 是 直线 ,而 是 平面 . 这 些 直 线 ( 或 平面 ) 就 是 不 
可 分 素 . 
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题 , 用 现代 的 语言 说 ,他 算出 了 积分 | zdz 一 .人 

开 普 勒 每 次 只 能 算 具 体 的 体积 ,没有 形成 一 个 一 般 的 方法 , 卡 
瓦 列 里 却 得 出 了 一 般 方法 ,后 人 称 之 为 卡 瓦 列 里 原理 : 

(1) 如 果 两 个 平面 片 处 于 两 条 平行 线 之 间 , 并 且 平 行 于 这 两 
条 平行 线 的 任何 直线 与 这 两 个 平 而 片 相 交 , 所 截 二 线段 长 度 相 等 ， 
则 这 两 个 平面 片 的 面积 相等 . 

(2) 如 果 两 个 立体 处 于 两 个 平行 平面 之 间 , 并 且 平 行 于 这 两 
个 平面 的 任何 平面 与 这 两 个 立体 相交 ,所 得 二 截面 面积 相等 , 则 这 
两 个 立体 的 体积 相等 . 

卡 瓦 列 里 原理 是 计算 面积 和 体积 的 有 用 工具 , 它 的 基础 很 容 
易 用 现代 的 微 积分 严格 化 ,承认 这 两 个 原理 我 们 就 能 解决 许多 求 
积 问题 . 卡 瓦 列 里 依靠 这 一 理论 ,巧妙 地 求 出 若干 曲 边 图 形 的 面 
积 , 还 证 明了 旋转 体 的 表面 积 及 体积 公式 等 . 

1637 年 法 国 数学 家 费 马 给 出 一 种 求 切线 的 方法 ,实质 上 
与 现代 方法 一 致 . 费 马 还 在 文中 得 到 了 求 最 大 值 和 最 小 值 的 方 
法 ,确立 了 多 项 式 方 程 代 表 的 曲线 上 的 极 大 、 极 小 和 拐点 . 他 
还 将 这 一 方法 用 于 求 物 体 的 重心 .曲线 的 长 度 以 及 求 旋转 面 的 
面积 等 各 类 问题 . 

英国 数学 家 沃 利 斯 (John Wallis,1616 ~ 1703) 在 他 的 著作 
《无 穷 数量 的 算术 》 中 把 计算 联系 到 和 白 然 数 的 方 寒 和 的 问题 ,在 他 
的 著作 中 明白 地 提出 了 极限 过 程 . 

更 接近 干 定 积分 的 现代 理解 法 的 是 法 国 数学 家 、 物 理学 家 和 
哲学 家 帕斯卡 CBlaisc Pascal,1623 ~ 1662) ,他 计算 了 种 种 面积 、 
体积 、 弧 长 ,并 解决 了 求 重心 位 置 等 一 系列 问题 . 

1670 年 ,英国 数学 家 巴 罗 应 用 几何 方法 对 曲线 进行 计算 ,在 
求 切 线 时 提出 了 “微分 三 角形 ”概念 . 巴 罗 还 使 用 了 与 费 马 同样 的 
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方法 求 曲线 的 切线 ,并 且 可 能 是 第 -一 个 认识 到 微分 法 是 积分 法 的 
逆 运算 的 数学 家 . 

17 世纪 中 后 期 , 微 积分 的 大 量 知 识 积累 起 来 . 但 这 些 知识 往 
往 沉 酒 于 细节 ,而 且 多 用 几何 方法 寻求 严密 的 推理 ,忽略 了 新 发 展 
的 解析 几何 . 最 终 完 成 微 积分 创立 工作 的 是 两 位 著名 的 思想 家 : 英 
国 的 牛顿 和 德国 的 菜 布 尼 效 . 

牛顿 于 1665 年 11 月 发 明正 流 数 术 (微分 法 ) ,1666 年 5 月 建立 
反 流 数 术 (积分 法 ) ,1666 年 10 月 写 出 第 一 篇 微 积 分 论文 4 流 数 简 
述 》, 其 中 以 速度 形式 引进 了 流 数 ,使 用 了 无 穷 小 瞬 概 念 ,建立 了 
“ 微 积分 基本 定理”, 并 讨论 了 正 、 反 微分 运算 的 各 种 应 用 . 1687 
年 ,牛顿 的 4 自然 哲学 之 数学 原理 》 在 伦敦 出 版 ,第 一 次 公开 表述 
了 他 的 微 积分 方法 . 

莱 布 尼 兹 1673 年 他 阅 述 了 特征 三 角形 ( 即 微分 三 角形 ) 思想 ， 
并 通过 积分 变换 ,得 到 平面 曲线 的 面积 公式 .1675 年 10 月 ,他 使 用 
了 不 定 积 分 符号 , 用 不 定 积 分 表示 面积 , 还 得 到 分 部 积分 公式 . 
1675 ~ 1676 年 他 得 到 微 积分 基本 定理 ,这 一 思想 在 牛顿 1666 年 
的 手稿 中 已 有 ,后 来 被 称 为 “牛顿 一 芋 布 尼 兹 公式 ”. 1677 年 他 明 
确定 义 了 dy 为 消 数 的 微分 ,给 出 了 dy 的 演算 规则 . 这 些 工 作为 他 
正式 发 表 微 积分 论著 奠定 了 基础 .1684 年 , 菜 布 尼 兹 发 表 第 一 篇 
微 积 分 论文 ,一 般 简 称 为 4 一 种 求 极 大 极 小 和 切线 的 新 方法 》 文中 
叙述 了 微分 的 基本 原理 ,指出 无 限 分 割 求 和 是 微分 的 道 运算 ,广泛 
使 用 了 dz,dy 符 号 ,还 给 出 函数 乘积 的 微分 法 则 ,以 及 求 究 函数 的 
微分 法 则 等 . 此 外 ,文章 还 给 出 微分 法 在 求 切 线 、 求 最 大 最 小 值 和 
求 拐点 等 方面 的 应 用 . 

定 积分 的 定义 : 设 f(x) 是 定义 在 区 间 [La,b61 上 的 有 界 苯 数 ， 
用 点 zo 二 4 过 zi 过 之 下 之 Xi 之 Zz 之 下 之 Xx, 二 5 将 区 间 
[a ,0 任意 分 成 n 个 子 区 间 [Lzxi ;Zi Ci = 1,2,",n) ,这 些 子 区 间 
及 其 长 度 均 记 作 Az = zx; 一 xii(i 二 1,2,…,n). 在 每 个 子 区 间 

es。 7] 。 
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Azi 上 任 取 一 点 名 , 作 二 个 乘积 f(&)Ax: 的 和 式 


Dy) Ace)ar， 
如 果 当 最 大 的 子 区 间 的 长 度 A 二 max {Ax 一 0 时 , 和 式 


FS)Azi 的 极限 存在 ,并 且 其 极限 值 与 [4,8] 的 分 法 及 & 的 取 法 
无 关 , 则 称 f(x) 在 区 间 [La,5」 上 可 积 , 此 极限 值 称 为 f(x) 在 区 间 
[La ,0 上 的 定 积 分 , 记 作 


1 = | fdz, 


即 | fx)dz = lim 之 ， f (8) Ax.;. 

2. 定 积分 概念 的 实质 

(1) 定 积 分 是 一 种 新 型 的 极限 

定 积分 是 一 种 特殊 的 极限 ,这 种 极限 不 同 于 数列 的 极限 也 不 
同 于 函数 的 极限 . 它 是 一 种 复杂 的 和 式 的 极限 ,对 于 体现 自 变 过 程 
的 变量 4 的 每 一 个 值 ,不 仅 区 间 La,6bj 的 分 法 有 无 穷 多 种 ,而 且 对 
于 每 一 个 分 法 ; 介 点 &: EE [zi ,| 也 有 无 穷 多 种 取 法 ， 因而 相应 


的 和 式 > (6)Azi 一 般 有 无 穷 多 个 值 . 但 它 仍 然 有 着 与 数列 极 
限 .函数 极限 的 本 质 上 的 相同 之 处 , 即 当 》 无 限 变 小 时 ,相应 的 一 


切 和 式 >) Fe)Az 与 某 一 定数 工 的 距离 : PS 一 了 | 能 够 
变 得 并 保持 任意 的 小 


在 定 积分 的 定义 中 ,和 式 了 ) fs)Az; 的 极限 是 指 在 积分 区 间 


La,6b]| 无限 细 分 情形 下 的 极限 ,A->0 是 指 {Axi} (i 二 1,2,…,n) 中 

的 最 大 值 趋 于 0, 正 是 表达 了 对 积分 区 间 La,5bj 无 限 细 分 . 当然 , 当 

积分 区 间 [a,65] 无 限 细 分 时 ,小 区 间 的 个 数 ”一 定 无 限 增加 , 即 > 

一 00; 但 反之 , 当 小 区 间 的 个 数 n 无 限 增加 , 即 n 一 oo 时 ,并 不 能 保 
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证 积分 区 间 [a,5bj 无 限 细 分 . 
(2) 定 积分 是 定义 图 数 的 一 种 新 工具 


我 们 知道 连续 函数 f(z) 的 变 上 限 积分 | f(s)dt 是 (x) 的 一 
个 原 函 数 ,又 知道 某 些 函 数 的 原 函 数 并 不 是 初等 函数 . 如 椭圆 积分 
(GD 一 | VI 一 sim?zdz 就 不 是 初等 函数 ,这 时 我 们 就 把 这 个 积 


分 本 里 ,作为 此 函数 的 定义 ,以 此 为 出 发 点 来 研究 函数 .有 时 ,积分 
本 喘 是 我 们 熟悉 的 函数 也 可 以 这 样 做 ,这 既 开 阔 了 思路 ,又 增加 了 


函数 的 一 种 等 价 定义 ,如 我 们 可 以 把 函数 F(z) 一 | 至 (zx 之 0) 作 


为 对 数 函 数 y 二 lnz 的 定义 等 . 

(3) 定 积分 既是 一 个 基本 概念 ,又 是 一 种 基本 思想 . 

定 积 分 的 思想 即 “ 化 整 为 零 一 近似 代替 一 积 零 为 整 一 取 极 
限 ”. 定 积分 这 种 “和 的 极限 ”的 思想 ,在 高 等 数学 物理、 工程 技 
术 .其 他 的 知识 领域 以 及 人 们 在 生产 实践 活动 中 具有 普遍 的 意义 ， 
很 多 问题 的 数学 结构 与 定 积分 中 求 “ 和 的 极限 ”的 数学 结构 是 一 
样 的 . 人 们 通过 对 曲 边 梯形 的 面积 、 变 速 直 线 运动 的 路 程 等 实际 问 
题 的 研究 ,运用 极限 方法 ,分 割 整体 .局 部 线性 化 、 以 直 代 曲 、 化 有 
限 为 无 限 、 变 连续 为 离散 等 过 程 ,使 定 积分 的 概念 逐步 发 展 建立 起 
来 .可 以 说 , 定 积 分 最 重要 的 功能 是 为 我 们 研究 某 些 问题 提供 一 种 
思想 方法 (或 思维 模式 ) , 即 用 无 限 的 过 程 处 理 有 限 的 问题 ,用 离散 
的 过 程 逼 近 连 续 , 以 直 代 曲 , 局 部 线性 化 等 . 定 积分 的 概念 及 微 积 
分 基本 公式 ,不 仅 是 数学 史上 , 而 且 是 科学 思想 史上 的 重要 里 程 
碑 . 定 积分 思想 ,是 人 类 智慧 的 可 贵 结 晶 , 已 成 为 人 类 文明 中 的 
瑰宝 . 

3. 不 定 积分 与 定 积分 的 比较 

从 定义 的 泛 指 而 言 ,一 个 定义 在 La,b] 上 的 旺 数 f(x) 的 不 定 
积分 是 其 原 国 数 的 一 般 表 达 式 ,而 f(x) 在 La,2j 上 的 定 积 分 是 黎 
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曼 和 > fC&)Az 的 极限 


不 定 积分 与 定 积 分 是 完全 不 同 的 两 个 概念 ,函数 在 所 讨论 区 
间 上 的 黎 曼 和 的 极限 的 存在 性 不 取决 于 该 函数 的 不 定 积分 的 存在 
性 ,函数 在 所 讨论 区 间 上 的 不 定 积分 的 存在 性 也 不 取决 于 该 函数 
的 黎 曼 和 的 极限 的 存在 性 . 

具体 情况 如 下 : 

(1) 函数 可 积 不 一 定 该 函数 存在 原 函 数 . 

(2) 函数 有 原 函 数 但 该 函数 不 一 定 可 积 . 

(3) 不 定 积分 与 定 积分 可 以 相互 转化 . 

(4) 了 枉 数 的 连续 性 不 是 该 函数 存在 原画 数 的 必要 条 件 . 

4. 定 积分 的 存在 性 

在 对 定 积分 思想 的 理解 中 ,还 有 两 个 问题 值得 考虑 ;可 积 的 隔 
数 应 当 满足 什么 条 件 ? 满 足 什 么 条 件 下 的 函数 一 定 可 积 ? 即 什么 函 
数 不 可 积 ? 什 么 天 数 可 积 ? 

下 面 几 个 结论 回答 了 这 样 的 问题 : 

(1) 可 积 函 数 必 有 界 , 有 界 函 数 不 一 定 可 积 , 无 界 函 数 一 定 不 
可 积 . 

(2) 区 间 La,5」 上 的 连续 函数 一 定 可 积 . 

(3) 区 间 te,oj 上 的 有 有 限 个 间断 点 的 有 界 函 数 一 定 可 积 . 

(4) 区 间 La,o 上 的 单调 函数 一 定 可 积 ， 

5. 微 积分 四 个 基本 概念 的 关系 

导数 微分、 不 定 积分 、 定 积分 是 微 积分 中 的 四 个 最 基本 的 概 
念 ,它们 之 间 有 着 紧密 的 联系 . 

一 方面 ,在 定义 了 导数 后 ,利用 导数 来 定义 微分 .不 定 积分 ,这 
三 个 概念 之 间 的 关系 自 不 待 言 . 

另 一 方面 ,从 定 积 分 的 定义 不 能 直接 看 出 定 积 分 与 另外 三 
概念 之 间 的 联系 , 微 积 分 基本 定理 与 牛顿 一 菜 布 尼 效 公式 在 理论 
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上 的 重要 作用 ,就 是 揭示 了 定 积 分 与 另外 三 个 概念 之 间 的 联系 . 牛 
顿 一 莱 布 尼 效 公 式 告 诉 我 们 ,不定 积分 是 为 定 积分 服务 的 ,是 为 
了 解决 定 积分 计算 的 关键 步骤 一 寻找 被 积 函 数 的 原 函 数 一 建立 
的 一 整套 方法 ,这 就 是 定 积分 与 不 定 积分 的 关系 . 微 积 分 基本 定理 
表明 ,〈 变 上 上限 的 ) 积分 与 微分 是 互 道 运算 . 这样, 微 积 分 四 个 基本 
概念 之 间 的 关系 , 便 由 此 完全 得 到 了 沟通 ,而 微 积 分 基本 定理 与 牛 
顿 一 莱 布 尼 兹 公式 ,恰好 在 微分 与 积分 之 间 起 了 桥梁 作用 ,使 微 
分 学 与 积分 学 形成 一 个 有 机 的 整体 . 
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圆周 率 的 计算 与 微 积 分 的 发 明 是 密 不 可 分 的 , 微 积 分 为 精确 
计 和 站 圆周率 提供 了 分 析 工 具 , 圆 周 率 也 频频 出 现在 微 积分 的 许多 
公式 、 定 理 中 ,成 为 微 积 分 中 的 一 个 重要 的 常数 . 

本 部 分 主要 介绍 圆周 率 的 名 称 、 圆 周 率 的 符号 与 性 质 、 圆 周 率 
的 计 和 并 、 蒲 丰 投 针 求 r、 圆 周 率 的 记忆 . 


从 有 文字 记载 的 历史 开始 ,圆周 率 就 引进 了 外 行人 和 学 者 们 
的 兴趣 . 作为 一 个 非常 重要 的 常数 ,圆周 率 最 早 是 出 于 解决 有 关 贺 
的 计算 问题 . 求 出 它 的 尽量 准确 的 近似 值 是 几 千 年 来 作为 数学 家 
们 的 奋斗 目标 ,人 类 对 天 的 认识 过 程 ,反映 了 数学 和 计算 技术 发 展 
情形 的 一 个 侧面 ,对 x 的 研究 ,在 一 定 程度 上 反映 这 个 地 区 或 时 代 
的 数学 水 平 . 直到 19 世纪 初 , 求 圆周 率 的 值 应 该 说 是 数学 中 的 头 
号 难题 . 

轮子 的 设计 和 研制 一 定 会 涉及 圆周 与 圆 直径 的 比值 ,这 应 该 
是 圆周 率 研 究 的 缘起 之 一 ,圆周 长 度 对 其 直径 长 度 的 比例 ,对 任何 
圆 都 相同 ,这 个 比例 称 为 圆周 率 . 

圆周 率 在 数学 上 有 痢 特 殊 的 地 位 和 作用 , 求 圆周 长 、 圆 面积 、 
球体 积 等 类 问题 ,者 要 接触 到 圆周 率 的 取 值 . 

在 初等 数学 中 ,由 于 x 的 引入 ,三 角 函 数 中 的 自 变量 由 角度 这 
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一 几何 量 转化 为 实数 ;在 高 等 数学 中 ,用 震级 数 表 示 三 角 函 数 ,使 
它们 脱离 几何 的 定义 ,有 了 坚实 的 分 析 基 础 . 把 满足 一 定 条 件 的 函 
数 展开 为 三 角 级 数 , 消 除了 初等 函数 与 分 段 函数 之 间 的 界限 ,融合 
成 一 类 无 穷 多 项 表达 式 . 

数学 上 最 著名 的 公式 之 一 时 一 cosz 二 isinz 起 源 于 欧 拉 , 当 z 
二 x 时 为 e”" 十 1 一 0, 这 个 关系 式 联系 着 数学 中 最 重要 的 五 个 数 ，: 
表示 坐标 原点 的 0 和 表示 实 单 位 的 1( 来 自 算术 )、 表 示 虚 单位 的 
i( 来 自 代数 )、 高 等 数学 中 最 重要 的 两 个 无 理 数 x( 来 自 几 何 ) 和 
el 来 目 分 析 学 ) ,使 数学 中 最 著名 的 “五 打 金 花 ” 妙 不 可 言 地 同时 
绽开 ,两 个 最 若 名 的 超越 数 结伴 而 行 ,实数 和 虚数 熔 于 一 炉 ; 当 
一 2r 时 为 e 一 1 一 0, 这 个 关系 式 联系 着 数学 中 最 重要 的 六 个 数 : 
0、1、2,i.x、e, 使 得 数学 中 最 著名 的 “六 大 明星 ” 同 台 献艺 . 它们 如 
此 目 然 . 和谐. 简单 地 同 处 于 一 个 公式 之 中 ， 真是 数学 力 至 科学 中 
的 最 美妙 绝伦 的 公式 之 一 . 


一 、 圆 周 率 的 名 称 


现代 人 称 x 为 "圆周率 ”, 但 历史 上 世界 各 国 却 给 它 取 了 许多 
“绰号 ”. 人 类 最 早 使 用 的 粗糙 圆周 率 是 3, 这 个 值 被 后 人 称 为 “ 古 
率 ”. 在 古代 中 国 、 巴 比 伦 、 印 度 等 文明 古国 长 期 使 用 3 作为 圆周 率 
的 值 ,在 我 国 的 《 周 体 算 经 》 里 已 有 “周三 径 一 ”的 记载 ,在 4 九 章 算 
术 注 》 中 刘 微 把 圆周 率 称 为 “周三 径 一 之 率 ”， i 
称 作 “ 径 一 周三 之 率 ”, 因 此 “周三 径 一 之 率 ”、“ 径 一 周三 之 率 ” 又 
是 古 率 的 另外 名 称 . 

直 正 使 圆周 率 计算 建立 在 科学 基础 上 的 是 阿 基 米 德 , 他 率先 
将 圆周 率 的 值 算 到 两 位 小 数 3. 14. 为 纪念 他 的 这 一 伟大 贡献 ,后 
人 将 3. 14 叫做 “ 阿 基 米 德 数 ”或 “ 阿 氏 率 ” 阿 基 米 德 专门 写 了 一 
篇 论文 4 圆 的 度量 》, 用 几何 方法 证 明了 圆周 率 小 于 22/7 而 大 于 
223/71. 这 是 第 一 次 在 科学 中 创 用 上 、 下 界 来 确定 近似 值 . 
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省 希腊 天 文学 家 、 数学 家 托 世 省 在 抽 作 纹 表 时 得 到 的 四 几率 
值 为 3.1416, 后 人 称 为 “ 托 勒 密 之 值 ”. 

我 国 狐 亚 时 代数 学 家 刘 徽 用 他 独创 的 “草图 术 ”; 将 圆周 率 和 值 
计算 到 小 数 点 后 4 位 , 即 3.1416, 称 为 “ 微 率 ”. 在 刘 徽 以 后 200 多 
年 ,印度 数学 家 阿利 亚 巴 塔 也 求 出 了 圆周 率 为 3.1416, 所 以 有 人 
也 把 3. 1416 称 为 “阿利 亚 巴 塔 之 值 ”. 

. 我国 南 北朝 时 代 ( 约 公元 460 年 ) 的 数学 家 祖冲之 在 他 的 名 蔷 
《 缀 术 》 给 出 了 图 周 府 小 点 后 第 七 位 值 3. 1415926, 这 个 具有 七 位 
小 数 的 圆周 率 在 当时 是 世界 首次 ,后 人 称 为 “ 祖 率 ” 祖冲之 还 找到 

了 两 个 分 数 :22/7( 约 率 或 玻 率 ) 和 355/113( 密 率 ) ,用 分 数 来 代替 
圆周 率 , 极 大 地 简化 了 计算 ,这 种 思想 比 西 方 要 早 一 千 多 年 . 祖 神 
之 确定 的 两 个 形式 的 r 值 ,355/113(s 3.1415926) 和 22/7(>: 
3. 14) 是 分 子 分 母 在 1000 以 内 最 接近 + 值 的 分 数 .祖冲之 的 这 一 
研究 成 果 享 有 世界 声誉 ;巴黎 “发 现 宫 ” 科 学 博物 馆 的 墙壁 上 上 著 文 
介绍 了 祖冲之 求 得 的 圆周 率 ， 莫斯科 大 学 礼堂 的 走廊 上 灸 绒 有 祖 
冲 之 的 大 理 石 塑像 ， 月 球 上 有 以 祖冲之 命名 的 环形 山 

祖冲之 的 圆周 率 ,保持 了 一 千 多 年 的 
批 界 记录 ,直到 1596 年 ,荷兰 数学 家 卢 道 
夫 把 x 值 推 到 小 数 点 后 第 15 位 小 数 , 最 后 
推 到 第 35 位 ,为 了 纪念 他 这 项 成 就 ,人 们 
在 他 1610 年 去 世 后 的 墓碑 上 ， 刻 上 
3. 14159265358979323846264338327950288 “ 
这 个 数 ,从 此 人 们 也 把 它 称 为 “ 卢 道夫 数 ” 

二 ,圆周 率 的 符号 与 性 质 


在 所 有 的 数学 符号 中 ,最 神秘 浪漫， | 
被 人 误解 最 深 ， 却 最 吸引 人 的 符号 ,也 许 就 是 x 水 。 
有 史 以 来 圆周 举 的 第 一 个 符号 是 x 办,1647 年 英国 数学 家 
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奥 特 雷 德 在 出 版 的 《数学 指南 ) 一 书 中 ,首创 用 x/6 来 表示 圆周 
率 . 其 中 x 是 希腊 文中 圆周 “xep.pepewa” 的 第 一 个 字母 ,6 
是 直径 “Scapetpov” 的 第 一 个 字母 ,这 是 后 人 用 x 表示 圆周 率 的 
先导 . 

德国 数学 家 斯 图 姆 ,在 1689 年 用 用 一 个 字母 e 来 表示 圆周 率 . 
不 过 ,e 在 后 来 却 用 于 表示 自然 对 数 的 底 , 直 到 现在 . 

在 求 圆周 率 值 的 过 程 中 ,人 们 常用 直径 为 1 的 圆 ,这样 x/6 就 
变 成 了 x. 英国 数学 家 琼斯 在 1706 年 出 版 的 4 新 数学 引 论 》 中 , 首 
次 创 用 x 代表 圆周 率 .但 他 的 符号 并 未 立刻 被 采用 . 

瑞士 数学 家 伯 努 利 曾 用 c 表 示 过 圆周 率 , 欧 拉 曾 用 c,p 表 示 过 
圆周 率 , 后 来 欧 拉 、 哥 德 巴 赫 等 人 积极 倡导 用 符号 < 表示 圆周 率 . 
1748 年 后 ,用 x 表示 圆周 率 被 人 们 接受 ,采纳 、 欢 迎 并 确定 下 来 . 现 
在 x 已 成 为 圆周 率 的 专用 符号 . z 

所 谓 r 的 性 质 , 指 x 是 一 个 什么 样 的 数 : 是 常数 还 是 变量 ?是 
有 理 数 还 是 无 理 数 ? 是 代数 数 还 是 超越 数 ? 

x 是 常数 的 认识 :人 们 在 生活 和 生产 实践 中 认识 到 是 常数 . 
例如 古 希 腊 《 几何 原 本 》 中 就 提 到 x 是 常数 ,我 国 公 元 前 的 《黑子 》 
中 有 “小 圆 之 圆 与 大 圆 之 圆 同 ” 的 记载 ,《 周 仍 算 经 》《 九 章 算 术 》 
中 也 认为 «是 一 个 常数 .巴比伦 、 埃 及、 印度 ,日 本 的 史料 中 也 是 类 
似 的 记载 . 

r 是 无 理 数 的 认识 : 约 1300 年 ,中 国 元 代数 学 家 赵 友 钦 , 用 割 
圆 术 求 x 时 指出 : 若 节 节 求 之 , 虽 至 千 万 次 ,其 数 终 不 穷 .” 说 明 他 
对 r 的 性 质 的 认识 ,实际 上 已 接近 无 理 数 的 边缘 了 . 苏格兰 数学 家 
格雷 果 里 是 第 一 位 证 明 x 是 无 理 数 的 人 ,不 过 他 的 证 明 并 不 严密 . 
法 国 数学 家 德 。 拉 尼 在 17 世纪 末 对 x 的 无 理性 作出 过 推断 ,这 一 
推 世 在 半 个 多 世纪 以 后 ,由 德国 数学 家 兰 伯 特 证 明 , 但 兰 伯 特 的 证 
明 也 不 严格 .1794 年 法 国 数学 家 勒 让 德 在 巴黎 出 版 了 《初等 几何 》 
一 书 , 此 书 对 兰 伯 特 的 不 严格 证 明了 予以 补 证 ,从 而 给 出 了 r 是 无 理 
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数 的 严格 证 明 . 

"是 超越 数 的 认识 :1794 年 勒 让 德 在 《4 初等 几何 》 书 中 写 道 : 
“很 有 可 能 数 x 不 能 包含 在 代数 的 无 理 数 中 , 亦 即 它 不 能 是 其 系数 
全 部 为 有 理 数 的 有 限 项 的 代数 方程 的 根 .” 这 是 r 为 超越 数 的 最 早 
猜测 . 1873 年 法 国 数 学 家 埃 尔 米 特 证 明了 自然 对 数 的 底 。 是 超越 
数 ,引起 了 巨大 反响 ,也 炒 热 了 证 明 x 是 超越 数 的 话题 . 有 人 曾 要 
埃 尔 米 特 继续 研究 这 个 问题 ,但 他 没 敢 尝 试 ,说 :“ 我 可 不 想 自 技 麻 
烦 ,如果 有 人 要 去 尝试 ,我 衷心 祝愿 他 们 成 功 .但 先 要 声明 一 下 ,他 
们 一 定 会 吃 尽 昔 头 的 .” 德 国 数学 家 林 德 曼 是 “ 想 吃 尽 苦头 的 人 ”， 
他 度 过 “ 音 海 ”获得 了 成 功 . 林 德 曼 关于 x 是 超越 数 的 证 明 非 常 元 
长 ,即使 要 对 它 进行 简化 表达 ,也 依然 十 分 困难 . 三 年 以 后 的 1885 
年 , 林 德 曼 的 证 明 被 维尔 斯 特 拉 斯 化 简 ,1893 年 又 被 希 尔 伯 特 化 
得 更 简 ,最 后 德国 数学 家 果 尔 丹 和 美国 数学 家 霍 尔 维 兹 在 1893 年 
化 为 初等 证 明 . 


三 、 贺 周 率 的 计算 


x 值 的 计算 ,大 概 是 在 古代 数学 的 范畴 中 ,唯一 仍 能 让 现代 数 
学 家 苦心 钻研 的 问题 .x 值 的 计算 经 历 了 通过 实验 方法 进行 估算 、 
通过 几何 方法 进行 科学 计算 .通过 分 析 方 法 进行 公式 计算 .通过 计 
算 机 方法 进行 程序 计算 等 历程 ,也 出 现 过 用 蒲 丰 投 针 方法 计算 x、 
用 两 个 随意 写 出 的 数 中 互 素 概率 的 方法 计算 x、 用 夜空 中 亮 星 的 
分 布 来 计算 x 等 趣味 方法 . 

通过 实验 方法 近似 估算 x 值 是 计算 x 的 古老 方法 . 这 种 对 r 值 
的 估算 基本 上 都 是 以 观察 或 实验 为 根据 ,是 基于 对 一 个 圆 的 周 长 
和 直径 的 实际 测量 而 得 出 的 ;也 使 用 过 把 谷 粒 撒 在 一 个 圆 和 它 的 
外 切 正 方形 上 ,通过 数 圆 内 谷 粒 数 与 正方 形 内 谷 粒 数 对 比 的 方法 
估算 < 值 ; 或 用 匀 重 木板 锯 成 圆 形 和 方形 以 秤 量 对 比 取 值 的 方法 
估算 x 值 . 
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通过 几何 方法 科学 计算 x 值 是 阿 基 米 德 创 立 的 . 阿 基 米 德 是 
割 圆 术 的 开山 鼻祖 ,他 用 内 接 与 外 切 正 多 边 形 通 近 圆 求 x, 算 到 96 
边 形 将 x 的 值 算 到 两 位 小 数 3.14, 并 给 出 了 x 小 于 22/7 而 大 于 
223/71 的 误差 估计 . 

刘 徽 发 明了 一 种 不 同 于 阿 基 米 德 的 割 圆 术 一 一 徽 术 ,用 圆 内 
接 正 多 边 形 通 近 圆 求 x, 他 将 割 到 192 边 形 的 几 个 粗糙 的 近似 值 通 
过 简单 的 加 权 平 均 , 获得 了 具有 4 位 有 效 数 字 的 圆周 率 r = 
3927/1250 一 3. 1416( 如 果 按 照 阿 基 米 德 的 割 圆 术 得 到 该 值 ,需要 
割 到 3072 边 形 ). 

公元 464 年 ,祖冲之 在 前 人 成 就 的 基础 上 ,得 出 精确 到 小 数 点 
后 第 六 位 的 值 , 并 确定 约 率 与 密 率 两 个 形式 的 x 值 . 

17 世纪 初 ,德国 人 鲁 道 夫 用 了 几乎 一 生 的 时 间 用 割 2” 边 形 
的 方法 算出 小 数 点 后 第 35 位 的 7 值 ,创造 了 用 几何 方法 (古典 方 
法 ) 求 + 值 的 最 高 记录 . 

通过 分 析 方 法 (级 数 法 ) 进行 公式 计算 x# 值 的 首创 者 是 苏格兰 
数学 家 和 詹姆斯， 格雷 果 里 . 

1671 年 格雷 哥 里 发 表 了 级 数 式 arctan x 二 一 所 十 委 一 于 十 
… 但 当时 他 并 没 意 识 到 他 已 经 为 计算 开辟 了 一 个 新 的 时 代 . 


1673 年 ,德国 数学 家 莱 布 尼 效 将 1 代入 工 得 亚 一 1 一 二 十 车 
— 亏 十 … 但 要 算 500000 项 之 后 ,才能 得 到 的 30 位 准确 值 . 
A ) — /1 和 y2 
1699 年 ,英国 数学 家 夏普 将 z 二 / 计 代 入 得 到 72 位 准确 


值 . 
1706 年 ， 英国 数学 家 梅 钦 建立 了 一 个 重要 的 公式 地 一 


4arctan 二 一 arctan 5 ,他 算 到 小 数 后 100 位 的 准确 x 值 . 
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19 世纪 以 后 ,类 似 的 公式 不 断 涌 现 ,x 的 位 数 也 迅速 增长 ， 
1873 年 英国 数学 家 威廉 。 山 克 斯 将 x 算 到 小 数 后 707 位 . 1949 年 
美国 数学 家 列 维 。 史 密斯 和 雷 恩 奇 算出 1121 位 x 值 ,创造 了 人 工 
算 7 值 的 最 高 记录 . 

通过 计算 机 方法 是 通过 选 定 计算 x 的 公式 ,将 它 编 人 程序 后 
输入 计算 机 ,再 发 出 计算 指令 ,最 后 打印 出 来 . 

1949 年 ,世界 第 一 台 计 算 机 ENIAC 根 据 梅 钦 公式 计算 到 的 
2048 和 位 小 数 ( 用 了 70 小 时 ). 

1973 年 ,法 国 女 数学 家 吉 劳 德 等 人 ,用 CDC 一 一 7600 型 计算 
机 花 去 23 小 时 18 分 钟 ,计算 到 小 数 点 后 1001250 位 的 x 值 ,法 国 
将 它 印 成 一 本 厚 200 页 的 书 存留 于 世 . 

2001 年 ,日 本 的 金田 康正 利用 计算 能 力 居 世界 第 26 位 的 计算 
机 并 使 用 新 的 计算 方法 , 耗 时 400 多 个 小 时 ,计算 出 圆周 率 小 数 点 
后 1002411 亿 位 数 . 利用 超级 计算 机 计算 值 的 工作 现在 仍然 有 
人 在 做 . 


\ 蒲 丰 投 针 求 x 


1777 年 的 一 天 ,一 位 法 国人 家 里 高 朋 满 座 . 他 们 不 仅 是 来 赴 
宴 的 ,而 且 是 来 "做 游戏 ”的 . 只 见 70 高 龄 的 主人 将 一 张 画 着 一 组 
等 距离 平行 线 的 纸 铺 在 桌子 上 ,把 一 堆 每 根 长 为 平行 线 距 离 一 半 
的 小 针 递 给 客人 .“ 请 诸位 把 针 一 根 根 往 纸 上 扎 …… ”客人 们 不 
知 主 人 戎 芦 里 卖 的 是 什么 药 , 但 还 是 “ 客 随 主 便 ” 最 后 ,主人 数 了 
数 , 共 扔 针 2212 次 , 其 中 与 平行 线 相交 704 次 . 2212/704 一 
3. 142,“ 这 就 是 圆周 率 ”. 客人 们 大 吃 一 惊 ,圆周 率 竟 隐 藏 在 一 场 游 
戏 之 中 . 

在 1777 年 出 版 的 4 或 然 性 算术 实验 》 一 书 中 , 薄 丰 发 表 了 这 一 
用 实验 计算 4 的 方法 . 1894 年 霍 斯 在 投手 1120 次 后 得 到 7 的 近似 
值 为 3. 14191850,1901 年 意大利 人 拉 兹 瑞 尼 在 投 据 3408 次 后 得 
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到 的 近似 值 为 3. 1415929. 

蒲 丰 投 针 的 重要 性 在 于 它 是 第 一 个 用 几何 形式 表达 概率 问题 
的 例子 ,计算 x 的 这 一 方法 ,不 但 因 其 新 颖 .奇妙 而 让 人 叫绝 ,而 且 
它 开 创 了 使 用 随机 数 处 理 确 定性 数学 问题 的 先河 ,是 用 偶然 性 方 
法 去 解决 确定 性 计算 的 前 导 . 


五 .图 周 率 的 记忆 


为 了 帮助 记忆 多 位 r 值 ,人 们 发 明了 形形色色 的 方法 . 如 利用 
韵律 优美 的 诗歌 有趣 的 故事 ,顺口 的 口诀 等 . 我 国 著名 数学 家 华 
罗 庚 曾 给 出 过 23 位 r 值 的 记忆 口诀 :一 天 ,有 位 老师 上 出 与 山顶 
寺庙 里 的 和 尚 对 饮 , 临 走时 ,布置 学 生 缘 圆周 率 ,要 求 他 们 背 到 小 
数 点 后 22 位 ,大 多 数 同学 背 不 出 来 ,十 分 苦恼 . 有 一 个 学 生 把 老师 
上 山 喝酒 的 事 结 合 圆周 率 数字 的 谐音 编 了 一 段 顺 口 溜 :“ 山 赂 一 寺 
一 壶 酒 , 尔 乐 杏 化 吾 , 把 酒 吃 , 酒 杀 尔 , 杀 不 死 , 乐 而 乐 ”， 即 
3. 1415926535897932384626, 待 老师 喝酒 回来 , 个 个 背 得 滚 瓜 
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数 。 是 自然 对 数 的 底 , 是 数 到 | (1 二 元 ) | 当 meo 时 的 极限 ， 
是 一 个 无 理 数 ,是 数学 中 的 重要 常数 . 由 于 ee 是 数学 家 欧 拉 引入 
的 ,所 以 又 称 e 为 欧 拉 数 , 欧 拉 采 用 为 底 ,建立 了 自然 对 数 ,所 以 
e 又 称 为 自然 数 或 自然 对 数 的 底数 . 它 的 前 15 位 小 数 是 e 一 
2. 718251828459045.。. 

e 在 微 积分 里 扮演 了 十 分 重要 的 角色 ,占有 特殊 的 地 位 ,同时 
也 广泛 应 用 于 自然 界 和 工程 技术 上 . 

本 部 分 主要 介绍 数列 [ (二 元) } 必 化 性 (本 e 的 存在 性 ) 证 
法 ,e 的 发 明 及 其 思考 ,x 和 e 的 联系 ,xn 和 e 的 “无 理性 ”与 “超越 
性 ”,e 与 微 积分 公式 . 


nn 


一 .数列 | (1 十 元 ) | 收敛 性 的 证 法 


1727 年 欧 拉 把 数列 | (1 二 元) | 的 极限 记 为 e, 这 个 极限 存在 


性 的 证 明 一 般 归 结 为 证 明 数 列 (+ 元 ) | 单 增 且 有 上 界 , 下 面 我 


n 


们 介绍 儿 种 数列 | (1 十 六 ) | 收 笋 性 的 证 法 . 
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证 法 一 (利用 二 项 式 展 开 ): 


n(n—1).…3*2°。1 
十 一 -一 一 一 一 一 。 


tt i) (Ti) (i) ~ 
tT (a) 
注意 到 (1 去 ) < (7— l 


一)<( 一 竺 i) 
且 zz 比 z, 多 一 i a) (i) > 
之 二 1 全 | 又 


0 过 zs <1 十 1 十 元 十 二 十 … -十 机 


Ee 
十 
人 一 


21 31 
<<1 二 1 十 入- 5 十 7 3 Ty 
=1+T1+ (1 吝 )+ (也 - 访 )+…+ (#2 到) 


=1 十 1 十 1 一 一 一 3. 
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之 z, 有 上 界 . 
即 数列 (x, 单调 有 界 , 故 收 化. 
证 法 二 (利用 Bernoulli 不 等 式 )， 
设 x, 一 (It) ， 
注意 到 Bernoulli 不 等 式 届 十 xX)" 之 1 十 nzx,(Xx 六 一 1,n 为 正 整 
数 ) ,有 


1 十 -二 DLL 
Tn+l n 十 ] /1 1 ) n 十 1 
mr 人 (a 1 十 二 
LA n 


-tat) (Tm) (ta) ye] 


由 二 > 一 1 利用 Bernoulli 不 等 式 , 有 
Tntl 1 nn _7 十 3n 十 3n 十 2 
n >(1t7F1)(! CI) 于 二 3 天 十 37 十 1 一 
二 x, 递增 . 
、 1 nt 1 
为 证 {z。} 有 上 界 ,考虑 数列 mm 一 (1 十 元 . 由 
nl 
[1+ ) 1 十 二 | 
VY 一 - 天 -一 1 ni 
Yn 二 1 1 "2 1 1 
(taF1) 1 十 1 1 了 7 
2 十 ] 7 十 27 十 1 "n+l 1 "Tl 
nT ( n* 二 2n | | Fn) 
由 -了 这 一 ] ,利用 Bernoulli 不 等 式 , 有 
y ~_7n 十 1 n 十 1] 、_ 人 十 42 十 4n 十 1 
Dna(l Tn ) 十 4n 十 4n 一 
= 递减 . 
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-显然 有 z< 所 加 字 VYa 有 Zr< 加 < 委 …… 魏 轴 一 4. 
即 数 列 {z.} 有 上 界 4. 
证 法 三 (利用 均值 不 等 式 ): 


设 记 一 (1 二 元)， 
在 Vaias 了 > Ui ;《Q; 0) 中 9 
i=1 


1 
A 一 1 2%" 一 1， 有 


Vta) 。 1< 元 [ooD(E+ 二 +1 
-对 1-14+ 二 = (+) ， 
nn nn n 


即 wVT 1 Ti TT , 故 Tn 递增 . 


今 ai 一 4 一 … 一 4- 一] 一 7 一 


令 ai 一 ay 一 … 一 4， 1 一 十 


05 一]， 
“可 仿 上 证 得 数列 | (1 一 却 ) | 递增 


当 ”之 2 时 ,由 (+ 二 】 (1 一 元 )=1 <1>11 < I 


天 _I 
n 


即 数列 {zx} 有 上 界 4. 
证 法 四 ( 仍 利 用 均值 不 等 式 )， 


设 xz, 一 (i+ 有) ， 
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7 十 1 


人 3 十 az 十 … 十 ar 十 ar ) 得 


由 qariardnti SE ( 7 十 1 
1 ): < 


(1 二) 一 (1 十 元 ) (1 十 广 )(1 二 -了 


n 二 1 


【x 十 1 
字 Ti 过 Xnt1 即 zx, 递增 ， 
参阅 上 述 各 证 法 可 证 有 上 界 . 
证 法 五 (构造 不 等 式 ): 


设 工 一 CI 十 工 )"， 
n 
pt! -一 Cs 十 1 

对 YOa< 二 5 和正 整 数 %，, 有 不 等 式 一 一 一 全 (x 十 DP. 事 
实 上 ， 
BT 一 ant1 _ (boa) (pT a 二 bar ' a’) 
b—a p—a 

=b"+To tat ba la ntl 
该 不 等 式 又 可 变形 为 Ln 十 1)a 一 n6j 过 a (0 过 a 过 5,n 为 正 


整数 ). 

在 此 不 等 式 中 , 取 a 一 1 十 -二 ,6 一 1 十 二 ， 

则 有 0<o<6, 就 有 (1 十)<<(1 计 让 ”= 递增 . 
1 1、” 1 
取 a 一 1,b 一 1 十 亏 : 有 (1 二 高 ) “1 


n 2% 
>(1+ 亏 ) << 2 一 一 (1 元 4., 
又 由 Tan-1 之 Xr 访 Tor-1 之 4 过 z 之 4, 即 数列 {zx,}y 有 上 上 界 4 


一 、e 的 发 明 及 其 思考 


1.e 的 发 明 
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1727 年 欧 拉 把 上 述 数列 的 极限 命名 为 自然 数 eCEuler 的 第 一 
个 字母 ), 并 用 。 作 为 对 数 的 底 , 这 种 对 数 叫 做 自然 对 数 , 记 作 “ln”; 
他 在 《无 穷 小 引 论 》 一 书 中 还 定义 了 两 个 函数 : 


“(er 
这 是 利用 简单 极限 定义 指数 函数 和 对 数 函数 的 著名 公式 ,特别 当 z 
一 1 时 ,就 有 olim (1 十 元)， : 
欧 拉 认为 ,一 切 函数 均 可 展开 成 无 穷 级 数 , 而 指数 函数 。 可 
写 为 ; 
ce 一 1 十 苦 十 条 十 苛 十 汪 十 下 十 …。 


1 1 
当 工 二 1 时 有 e 一 1 下 二 。 


3 


因此 。 的 数值 除 可 用 数列 (1 十 十) ，(1 十 去) ，(1 十 言 ) ， 


+ 了) ee, (1+ 去】 ,… 计 算 外 ,也 可 用 此 式 计算 


2. 为 什么 数学 家 们 要 用 e 作对 数 的 底 

我 们 知道 ,自然界 的 一 切 事 物 都 有 一 定 的 因果 关系 . 数学 和 其 
他 自然 学 科 一 样 , 它 的 发 生 .发展 和 成 熟 , 归 根 结 底 决 定 于 人 类 各 
种 活动 的 需要 . z 

在 17 世纪 中 叶 , 数 学 家 们 在 科学 活动 中 ,发 现 了 双 曲 线 下 的 


面积 和 自然 对 数 之 间 竞 有 如 此 奇妙 的 关系 | 空 一 Inlzl 之 后 ,人 


. 们 就 逐渐 了 解 到 ,很 多 重要 的 函数 、 极限、 微分 和 积分 …… 都 与 自 
然 对 数 有 密切 的 关系 . 换 句 话说 ,用 ee 作对 数 的 底 不 是 数学 家 们 对 
e 有 特别 的 偏爱 ,而 是 一 些 “ 对 数 运 算 ” 的 必然 结果 . 

下 面 , 我 们 用 对 数 函 数 log.z( 这 里 a 是 不 等 于 1 的 正 数 ) 求 导 
数 来 说 明 这 一 点 ， | 
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1. loge(z 十 Az) 一 logoz _ 工 十 AXx 
i 
nil -1 z/ 
lim—Azlog, (1 十 全 二 < ) 一 一 limlog。 (1 十 Se A 


==log, lin lim (1 十 ) 志 全. 


i 
当 Az>0 有 时, z/Ax->oo0,; 由 于 lim (1 十 一 } 
Ar—0 xX/A 


二 和 一 e， 就 
， 1 
有 y 一 二 log.e. 


用 换 底 公式 的 一 种 形式 log.e= 人 


logb = ig ,把 上 式 中 的 loge 变 成 二 ,就 得 到 y 一 二 二 


过 lna” 


显然 ,如 果 不 用 e 做 底 ,而 是 以 另 一 个 数 (例如 已 做 底 的 话 ， 
就 会 出 现 y 一 二 也 加 这 种 比 y 一 土 目 更 复杂 的 形式 ,这 是 数学 


Z logsa 

家 们 不 愿意 看 到 的 . 

上 面 ,我 们 从 求 一 个 一 般 对 数 函 数 y=log, zx (这 里 a 是 不 等 
于 1 的 正 数 ) 的 导数 出 发 ,发 现 只 有 用 e 为 底 结 果 才 会 简洁 ,而 用 
其 他 数 做 底 , 形 式 就 会 复杂 些 . 由 此 可 以 看 出 ,是 “自然 ”选择 了 e 
做 自然 对 数 的 底 , 数 学 家 们 不 过 是 “发 现 者 ”“ 执 行人 ”罢了 . 

3. 以 。 为 底 的 对 数 为 什么 叫 自然 对 数 

在 1616 年 和 1619 年 ,S. 赖 特 和 约翰 .斯 皮 德尔 都 分 别 发 表 
了 “第 一 个 自然 对 数 表 ”, 但 此 时 用 e 做 底 编 对 数 表 是 “自然 ”的 ,而 
不 是 “自觉 "的 . 

为 什么 是 “自然 ”而 不 是 “自觉 "的 呢 ? 这 是 为 了 加 快 制 表 的 速 
度 . 为 什么 用 e 做 底 可 以 加 快 制 表 的 速度 呢 ? 

除了 用 先进 方法 计算 对 数 以 外 ,还 有 一 条 快速 编制 对 数 表 的 
途径 , 那 就 是 把 对 数 的 底 变 一 变 , 变 得 使 对 数 易 于 计算 .那么 , 选 什 
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么 数 为 底 呢 ? 
我 们 先 来 看 下 面 的 表 : 
以 10 为 底 的 常用 对 数 lgN 对 应 的 真 数 NN 
0. 0000 10° =1 
0. 0001 10%%%1 = IO 
0. 0002 10%%0% = 100 


从 这 个 表 可 以 看 出 ,以 10 为 底 来 编制 对 数 表 , 哪 怕 是 只 精确 
到 万 分 位 ,也 会 遇 到 把 10,100,1000, 这 些 数 开 10000 次 方 的 
困难 . 

但 是 ,如 果 采 用 某 个 常数 的 10000 次 宕 为 底 , 就 可 以 避免 制 表 时 
开 方 的 困难 ,下面 , 我 们 来 说 明 这 一 点 .下 表 是 以 2 ”为 底 的 情形 ， 


以 ce 一 2 "为 底 的 对 数 log。N 对 应 的 真 数 N 
0. 0000 《210000 J0.0000 一 1 
0. 0001 (210000 )0.0001 一 2 
0. 0002 ( 210000 )0.0002 一 22 一 4 
0.0003 ( 210000 )0.0003 一 23 一 8 


从 表 中 可 以 看 出 ,以 2” 为 底 就 避免 了 开 方 的 困难 . 
但 是 以 2”” 为 底 还 是 不 能 解决 根本 问题 ,这 又 是 什么 原 
因 呢 ? 
原来 ,如 果 底 很 大 , 则 相应 真 数 的 间隔 也 就 很 大 ,这 样 很 多 数 
的 对 数 就 无 法 获得 . 例如 ,在 2” 为 底 的 对 数 表 中 ,3,5,7,… 这 一 
连 串 数 的 对 数 就 没有 . 车 要 算出 这 些 数 的 对 数 , 又 得 男 花 工夫 . 
。9] 。 


经 过 这 样 一 番 探 索 之 后 容易 发 现 , 以 4a 二 ”为 底 制 作 四 位 
对 数 表 ,6 越 接近 1, 相 应 的 真 数 间隔 就 越 小 , 制 成 的 对 数 表 也 就 越 
精确 . 从 下 面 分 别 以 1. 11%"”,1.01'%% ,1.001'%% 为 底 制 作 的 对 数 
表 的 比较 可 以 明显 看 出 这 一 点 ， 


logsN a 二 1.1% 时 的 NN a 一 1.01%W 时 的 NN a 一 1.0001”W 时 的 N 


0. 0000 ]. 0000 1. 0000 1. 0000 
0. 0001 1. 1000 1.0100 1.0001 
0. 0002 1.2100 1. 0201 1. O0002 
0， 0003 1.3310 1.0303 1.0003 
0. 0004 1. 4641 1. 0406 1. O0004 


从 上 面 的 叙述 可 以 看 出 。 的 确 大 显 神通 一 一 极 大 地 加 快 了 数 
学 家 们 编造 对 数 表 的 速度 . 

英国 数学 家 奥 特 雷 德 是 自然 对 数 的 发 明 者 一 一 当然 ,他 用 的 
符号 是 "log”, 此 后 人 们 才 开 始 自觉 地 用 e 做 底 . 纳 皮 尔 对 数 的 底 
是 1/e， 

如 果 设 前 面 的 > 一 logz 中 的 a 一 e,y 一 logz 就 变 为 y 一 logz， 


很 显然 y 二 二 二 二 二 二 二 .这 也 就 是 说 ;如果 y 二 Inz, 就 有 


zlna zlne x 
y 一 (lnz)' 一 二 的 必然 结果 ,而 且 只 有 lnz 的 导数 才 是 二 ,因为 代数 
函数 xz" 求 导 不 可 能 得 到 二 的 形式 . 这 就 是 说 ,代数 函数 z 不 可 能 


得 到 微分 为 二 dz 的 形式 . 当然 ,也 可 以 把 y 一 二 写成 微分 的 形 
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积分 是 微分 的 道 运 算 , 于 是 有 
| 5 dz 一 Inlzj 十 C 
这 个 式 子 就 意味 着 ， 一 个 分 式 的 分 子 是 分 母 的 微分 ,这 个 分 式 的 积分 就 


是 分 母 以 。 为 底 的 对 数 . 也 就 是 说 ,只 要 形状 是 | 万 2 芷 一 | 多 人 


那么 [天 Pe 二 In| f(z)| 十 C, 必 然 以 。 为 底 . 


当然 ,我们 也 可 以 写成 一 种 简单 的 定 积分 的 形式 
dz 
| FIn|z|. 


有 反映 日 然 界 的 现象 有 种 种 隐 数 关系 ,而 要 确立 变量 之 间 的 函 
数 关系 ,往往 又 要 确立 函数 的 导数 或 微分 的 关系 式 一 一 微分 方程 . 
从 而 通过 求解 这 种 微分 方程 ,得 出 要 求 的 函数 关系 . 如 果 在 求解 的 


微分 方程 中 存在 | 三 ( 寻 生 -2 的 项 ,那么 显然 积分 以 后 就 必然 出 现 


以 e 为 底 的 对 数 . 而 及 册 自然 界 规律 的 水 数 关 系 ,如 果 是 以 指 
数 形 式 或 者 对 数 形式 出 现 的 话 , 必 定 是 ,而且 只 能 是 以 e 为 底 的 ， 


不 严格 的 经 验 公 式 . 

正 因 为 如 此 ,以 e 为 底 的 对 数 叫 “自然 对 数 ” 一 一 反映 “自然 规 
律 ” 的 对 数 . 

总 之 , 取 e 做 对 数 的 底 , 并 不 是 某 个 或 某 些 数 学 家 的 心血 来 
潮 , 而 是 微 积分 学 运算 的 必然 结果 . 又 因为 反映 自然 规律 的 指数 形 
式 或 者 对 数 形 式 的 函数 关系 ,必定 是 .而 且 只 能 是 以 。 为 底 的 ,所 
以 选 e 做 底 的 对 数 叫 自然 对 数 . 

4. 为 什么 采用 以 。 为 底 的 自然 对 数 / z 

在 微 积分 中 ,人 们 通常 采用 以 。 为 底 的 自然 对 数 ,而 不 是 以 
10 为 底 的 和 常用 对 数 ,为 什么 作出 这 样 的 选择 呢 ? 

ea。 OO3 。 
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我 们 思考 可 能 其 中 之 一 的 原因 是 对 对 称 美的 考虑 . 我 们 知道 ， 
对 数 的 引进 对 于 简化 运算 有 很 大 的 好 处 ,借助 对 数 可 将 乘 、 除 运算 
转化 为 加 、 减 运算 .但 是 在 求 对 数 logsN 一 5, 即 N= 二 a* 时 ,常用 对 
数 却 不 是 十 分 理想 的 . 因为 : 

中 真 数 NN 及 其 常用 对 数 lgNN 的 增长 表现 出 明显 的 不 对 称 性 ， 
当 NN 从 1 增 大 到 10000 时 ,常用 对 数 lgN 却 只 从 0 增 大 到 了 《4. 

四 当真 数 NN 均匀 增长 时 ,其 常用 对 数 lgN 的 增长 却 是 不 均 
名 的 . 

M 为 了 殉 服 这 种 不 对 称 性 ,人 们 尝试 采用 较 小 的 底数 . 当 用 
1.001 作为 底数 时 ,可 以 发 现 @@ 中 的 增长 基本 上 是 均匀 的 ;车 改 用 
(1.001) “作为 底数 时 ,就 能 在 很 大 程度 上 改变 四 中 的 不 对 称 性 ; 
当 依 次 采用 1. 1 ,1. 01” ,1. 00110 ,1. 0001100 ,为 底 时 ,不 对 


称 性 的 情况 将 不 断 得 到 改进 ,而 如 果 用 上 述 数列 { (1 十 广 )】 } 的 极 
限 为 底 , 则 可 以 达到 完全 的 对 称 . 
三 .x 和 e 的 联系 


毫 无 疑问 ,x 和 e 是 数学 中 最 重要 的 两 个 数 .不 但 如 此 ,它们 
还 是 如 影 随 形 的 “邻居 ”加 “ 亲 威 ” 呢 ! 我 们 把 和 ee 四 舍 五 人 取 整 
数 , 发 现 它们 都 是 3. 可 见 3 是 这 对 “邻居 ”公用 的 “ 墙 ”. 

再 如 x 十 x 人 e403.4288, 这 个 式 子 的 趣味 和 奇妙 在 于 2， 
3,4,5,6 的 等 差 数 列 关 系 这 里 的 2 和 3, 分 别 是 e 和 7 各自 
“ 取 整 ”( 即 Le 二 2,Lxj] 二 3) 后 得 到 的 数 . 

我 们 还 知道 , 欧 拉 1748 年 的 名 著 《 无 穷 分 析 引 论 》 中 将 数学 中 
著名 的 “五 泉 金 花 ”0,1,i,x,e 绽开 在 一 个 公式 e" 十 1 二 0 中 ,这 个 
公式 ,被 德国 数学 家 克 莱 因 称 为 “整个 数学 中 最 卓越 的 公式 之 一 ”， 
也 有 数学 家 称 之 为 数学 中 “最 优美 的 公式 之 一 ”; 美 国 数学 家 卡 斯 
纳 和 纽曼 在 《数学 和 想象 力 》 一 书 中 认为 : 它 可 能 是 “世界 上 最 短 也 
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是 最 有 名 的 公式 …… 无 论 是 神秘 主义 者 、 科 学 家 ,哲学 家 、 数 学 家 ， 
都 能 感受 到 它 的 魅力 ”; 美 国 数学 家 塞 路 蒙 . 波 克 纳 在 (数学 在 科 
学 起 源 中 的 作用 》 中 称 为 “魔术 般 的 公式 ”; 而 以 色 列 学 者 伊 菜 ， 马 
奥 尔 在 4 无 穷 之 旅 一 一 关于 无 穷 大 的 文化 史 》 一 书 中 的 评价 则 为 ; 
“很 多 人 认为 它 具 有 不 亚 于 神 的 力量 .” 


四 ~ 和 e 的 “无 理性 "与 “超越 性 ” 


1. 兰 伯 特 借助 e 证 明 x 是 无 理 数 
1761 年 ,德国 数学 家 兰 伯 特 向 柏林 科学 院 提交 论文 ,证 明了 x 
是 无 理 数 . 他 的 证 明 如 下 : 


兰 伯 特 用 欧 拉 的 方法 ,并 从 欧 拉 发 现 的 5- 一 工 十 二 十 元 十 


这 十 … 和 英国 数学 家 布 龙 克 尔 发 现 的 生 一 1 十 页 十 号 十 中 十 … 人 
手 , 先 得 出 后 人 以 他 姓氏 命名 的 两 个 连 分 式 ， 


el_l1 1 1... 开工 
etl 2 61107 s tancz : 


他 研究 这 两 个 式 子 的 性 质 之 后 ,得 到 如 下 定理 : 

定理 1: 如 果 z 是 0 以 外 的 有 理 数 , 则 tanz 必 为 无 理 数 ; 反 
之 ,如 果 tanz 是 0 以 外 的 有 理 数 , 则 z 必 为 无 理 数 . 

定理 2: 如 果 工 是 0 以 外 的 有 理 数 , 则 e* 必 为 无 理 数 ;反之 ,如 
果 er 为 1 以 外 的 有 理 数 , 则 工 必 为 无 理 数 . 


最 后 ,他 设 < 一 二 , 则 tanz 一 1; 因 为 1 是 有 理 数 ,所 以 由 定理 


ph 
I 
8 | 加 一 


1 知道 ,二 必 为 无 理 数 , 因 而 x 也 必 为 元 理 数 ， 
2.e 是 无 理 数 的 证 明 
我 们 用 反 证 法 来 证 明 , 先 假设 e 一 二 ,其 中 p 和 4g 是 整数 , 然 
。 95 。 
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后 导出 一 个 与 假设 矛盾 的 结果 ,因为 我 们 知道 2<e<3,e 不 能 是 
整数 ， 人 2. 
现在 在 级 数 e 一 1 十 辣 十 太 十 林 [十 十 请 1 ` 的 两 端 同 乘 以 
91 一 2。 3…g, 得 到 
eqg!l 一 力 。2。3.…(9q 一 1 


=[a! 十 9! 十 3， 4 十 …… 十 (9 一 D)9 十 9 十 1 十 二 
1 
MoatDaras + (*) 
左 端 显然 是 一 个 整数 . 在 右 端 ， A 同样 也 是 整 


数 . 这 是 因为 对 g 之 2， 级 数 -二 了 十 :的 项 分 别 不 超过 等 比 级 数 


于 十 击 十 圳 十 …… 的 对 应 项 ,而 后 者 的 和 是 一 二 一 一 一 二 ,所 以 


3 1 
[到 
(x ) 式 出 现 了 一 个 了 矛盾 : 左 端的 整数 不 能 等 于 右 端的 数 ; 因 为 后 一 
个 数 ,是 一 个 整数 与 一 个 小 于 寺 的 正 数 的 和 ,不 是 一 个 整数 


3.e 与 7 的 超越 性 

埃 尔 米 特 (C. Hermite,1822 一 1901) , 生 于 潜 国 洛 林 地 区 的 迪 约 
兹 (Dieuze) ,从 于 巴黎 , 1869 年 起 任 巴黎 综合 工科 大 学 分 析 学 教授 ， 
他 同时 还 是 巴黎 大 学 名 普 教 授 和 巴黎 科学 院 院 士 , 埃 尔 米 特 是 19 
世纪 最 著名 的 函数 论 专 家 之 一 .他 在 数学 史上 最为 人 知 的 成 就 是 证 
明了 e 的 超越 性 . 众所周知 ,从 古 希 腊 时 代 起 ,数学 家 们 就 接触 到 了 
超越 数 ,例如 与 古典 化 圆 为 方 问题 密切 相关 的 数 x 的 特征 始终 是 激 
发 人 们 兴趣 的 源泉 . 然而 超越 数 的 存在 性 直到 1844 年 才 被 刘 维 尔 
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(J. Liouville) 证 明 , 从 而 肯定 了 代数 数 与 超越 数 划 分 的 正确 性 . 刘 维 
尔 已 证 明了 e 不 可 能 是 有 理 系数 二 次 方程 的 根 . 

1873 年 , 埃 尔 米 特 发 表 了 证 明 e 的 超越 性 的 论文 《 论 批 数 函数 》 

埃 尔 米 特 证 明 e 为 超越 数 的 论文 用 了 高 超 的 技巧 ,论文 也 很 
长 ,本 书 就 不 再 讨论 . 

德国 数学 家 林 德 曼 借 助 于 埃 尔 米 特 的 方法 ,在 1882 年 严格 地 
证 明了 是 超越 数 . 从 而 最 终 否 定 了 困 绕 数学 界 2000 多 年 的 化 贺 
为 方 问题 . 在 20 世纪 ,对 超越 数 的 研究 已 经 成 为 现代 数论 中 一 个 
十 分 活路 的 分 支 一 一 超越 数论 . 


五 、e 与 微 积分 公式 


在 微 积分 教科 书 中 , 儿 乎 都 会 用 较 大 的 篇 幅 介 绍 “和 lam (1 十 二 
一 这 个 数学 中 重要 的 基本 极限 

lim (1 十 元 ) 一 e 被 称 为 第 二 个 重要 极限 , 它 提 供 了 求 一 类 数 
列 的 方法 与 途径 . 同时 在 微 积分 中 ,有 许多 公式 .极限 .积分 都 有 。 
的 身影 

在 下 面 的 微 积分 基本 极限 ,重要 极限 中 含有 。， 


ln 


limO——— =0(n>0) 9 
ro 

lim 二 -一 0， 

Xoo 性 


. 四 i 
limzx!' ”= limvn=1,， 
Noo 


Br ee 


拉 
， AN 1 
1im 一 一 一 一 ， 
No n 已 


lim ra Cm)” 一 1 ， 
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2 一 


Ho 


在 下 面 的 基本 积分 公式 中 也 含有 e: 
| du 1] uw—arc, 


lim[ (1 十 寺 十 于 十 …… 十 二) 一 Im] 一 9 577215.…: 


n. 
u:—a’ 2a wa 


du 1 in 4 
(十 a)(z 十 5) (8 一 a) ue 


Jedu 一 和 十 C， 
lna 


二 CC， 


|tanudu 一 一 jncoszy 十 已， 


| corudu 一 lnsinu 十 C. 


欧 拉 积 分 中 含有 e: 
T(s) = | zerdz,s > 0， 


1 
B(p,q) = | (1 xe) idrp > 0,9> 0. 
0 


对 数 积分 和 指数 积分 中 含有 e: 
Lix 一 | di, 
Eiz = | 和 dt 


ea O08 。 
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调和 级 数 是 一 个 具体 的 、 重 要 的 数 项 级 数 , 它 是 级 数理 论 中 一 
个 重要 的 发 散 级 数 , 在 级 数理 论 中 占据 重要 的 地 位 . 人们 对 调和 级 
数 的 认识 和 发 散 性 的 证 明 经 历 了 曲折 的 智力 考验 , 它 促 进 了 级 数 
理论 的 完善 ,关于 调和 级 数 发 散 性 的 证 明 方 法 之 多 与 技巧 性 之 强 ， 
在 微 积 分 中 是 比较 少见 的 ， 

本 部 分 主要 介绍 调和 级 教 的 定义 、 菜 布 尼 兹 的 贡献 、 伯 努 利 兄 
弟 与 调和 级 数 、 伟 大 的 定理 一 一 调和 级 数 的 发 散 性 、 调 和 级 数 发 散 
性 的 另外 两 种 早期 证 明 、 伯 努 利 兄弟 的 遗憾 、 调 和 级 数 的 前 7 项 和 
以 及 调和 级 数 发 散 性 证 明 方 法 集锦 . 


一 、 调 和 级 数 的 定义 

形 如 / 
1 1 1 1 

1 二 可 十 村人 雪人 二 十 

的 级 数 称 为 调和 级 数 , 它 是 p= 二 1 的 p 级 数 . 
调和 级 数 是 发 散 级 数 . 在 n 趋 于 无 穷 时 其 部 分 和 没有 极限 (或 


部 分 和 为 无 穷 大 ). 
从 更 广泛 的 意义 上 讲 ,如果 {a,} 是 一 个 不 含 0 的 等 差 数 列 , 则 


(去) 就 称 为 调和 数列 , 求 和 所 得 即 为 调和 级 数 ,所 有 调和 级 数 都 
| 。09 。 


微 积分 的 思想 方法 溯源 
是 发 散 于 无 穷 的 . 
二 、 莱 布 尼 兹 的 贡献 


1672 年 , 莱 布 尼 兹 作为 高 级 外 交 使 节 被 派 往 巴 黎 ,他 在 巴黎 
遇 上 了 荷兰 科学 家 克里斯蒂 安 。 惠 更 斯 ,从 此 葬 布 尼 兹 经 常 向 惠 
更 斯 请 教 ,以 提高 自己 的 数学 水 平 . 惠 更 斯 也 非常 愿意 给 这 位 年 轻 
的 外 交 家 指导 

惠 更 斯 指导 莱 布 尼 兹 研究 的 一 个 问题 是 求 三 角形 数 的 倒数 
和 . 所 谓 三 角形 数 ,就 是 对 应 于 三 角形 阵列 的 数字 ,如 图 11-1 所 
示 . 第 一 个 三 角形 数 是 1, 第 二 个 是 3, 第 三 个 是 6… 第 上 个 三 角形 


E(kTI) gg irl,l il ,t,o 
数 等 于 一 一 , 即 求 二 1 十 二 十 避 十 证 十 起 十 … 的 值 . 


和 性 SS @ 全 看 和 二 大 $$ 
[ 3 6 10 
图 11-1 
菜 布 尼 兹 把 方程 的 所 有 各 项 全 都 除 以 2, 得 
3 1i ll ll.... 
2 316t1ist2ta0" 


在 这 个 方程 式 中 , 芋 布 尼 兹 发 现 了 一 个 突出 的 特点 ,也 就 是 
说 ,他 可 以 用 等 价 式 1 一 忆 蔡 换 方程 右边 的 第 一 项 元 ,然后 依次 用 
1 1 1 ] J , 1] Par , jr 、 pa 

lo li i ll... 

pi 7) (3 3 )t (3 ft (4 5 )+ 

然后 , 莱 布 尼 兹 去 掉 插 号 ,并 约 消化 简 得 : 


» 100 。 


如 果 说 ,S 的 一 半 等 于 1, 那么 ,S 本 身 ( 即 三 角形 数 的 倒数 和 ) 
就 显然 等 于 2. 总 之 , 菜 布 尼 效 非常 巧妙 地 解决 了 惠 更 斯 的 挑战 ， 
并 发 现 : 
1 十 于 十 款 十 让 十 于 十 六 十 …… 一 2 
虽然 现代 数学 家 对 莱 布 尼 效 解 无 穷 级 数 的 方法 持 有 一 定 的 保 
留意 见 ,但 谁 也 不 能 否认 他 的 方法 的 基本 独创 性 . 
这 仅仅 是 莱 布 尼 效 对 数学 超凡 洞察 力 的 开始 . 菜 布 尼 效 还 研 
窜 了 交错 级 数 ,给 出 了 交错 级 数 的 收敛 判别 法 ( 现 称 为 菜 布 尼 兹 判 
别 法 ) ,发现 了 17 世纪 最 精彩 的 数学 发 现 : 
1_ 1 .1 1 
1 3 9 7 
工 一 于 十 本 一 天 十 于 一 喜 十 …… 一 ln2， 
不 久 , 莱 布 尼 效 又 以 其 巨大 的 才智 ,研究 牛顿 在 10 年 前 论述 
的 关于 切线 与 面积 的 同一 问题 . 1676 年 , 革 布 尼 效 离开 了 巴黎 ,这 
时 ,他 已 经 发 现 了 微 积 分 的 基本 原理 . 在 巴黎 生活 的 四 年 ,使 他 从 
一 个 数学 上 初出 茅 庐 的 新 手 成 长 为 一 个 数学 巨人 . 


三 、 伯 努 利 兄 弟 与 调和 级 数 - 


微 积 分 的 发 展 与 无 穷 级 数 的 研究 密 不 可 分 , 雅 各 布 ， 但 努 利 
与 第 弟 约 翰 ， 但 努 利 都 是 天 才 数 学 家 ,他 们 在 1689 一 1704 年 间 扎 
号 了 5 篇 关于 无 穷 级 数 的 论文 ,使 他 们 成 为 当时 这 一 领域 的 权威 ， 
这 些 论文 引起 了 关于 级 数 求 和 及 收敛 性 的 进一步 研究 . 

我 们 下 面 讨论 一 个 由 伯 努 利 兄 弟 两 人 共同 创立 的 伟大 定理 ， 
这 个 定理 所 涉及 的 是 关于 调和 级 数 的 性 质问 题 , 所 谓 调和 级 数 ”， 
是 一 种 具有 特殊 性 质 的 无 穷 级 数 . 虽然 我 们 已 见 到 过 莱 布 尼 效 所 
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人 研究 的 一 种 特殊 级 数 , 但 我 们 还 是 应 首先 对 无 穷 级 数 问题 作 一 番 
概述 . 

17 世纪 时 ,无穷 级 数 仅 仅 被 看 作 是 无 穷 项 的 和 . 当然 ,不 能 保 
证 这 种 级 数 一 定 会 有 一 个 有 限 和 ;例如 , 像 1 十 2 十 3 十 4 十 5 十 … 这 
样 的 级 数 ,如 果 我 们 继续 进行 下 去 ,其 和 显然 会 不 断 增 大 ,并 超过 
任何 有 限量 .我 们 说 ,这 种 级 数 为 "发散 无 穷 级 数 ” 

另 一 方面 ,也 存在 一 种 无 穷 多 项 的 级 数 ,其 和 为 有 限 数 . 这 种 
现象 ,初步 看 来 ,似乎 自 相 了 矛盾 ,但 仔细 想 一 想 , 就 会 发 现 非 常 合 
理 . 例如 ， 


在 我 们 写 出 大 家 所 熟悉 的 小 数 展开 式 二 一 0. 3333333… 时 ,我 


们 准确 的 意思 是 


1 3 
3 = +1D6+1000+ T0500t* 


我 们 前 面 所 介绍 的 莱 布 尼 效 级 数 就 显示 了 同样 的 性 质 , 级 数 
的 无 穷 多 项 的 和 等 于 一 个 (有 限 的 ) 数 2. 

我 们 说 ,这 种 级 数 为 “收敛 级 数 ”, 也 就 是 说 , 当 我 们 增加 更 多 
的 项 时 , 它 的 和 越 来 越 接近 某 一 特定 的 值 . 

无 疑 ,数学 中 最 重要 的 收敛 级 数 是 几何 级 数 ,其 形式 为 

a 二 a 十 a 十 a 十 … 十 a* 十 ，…。 

在 此 ,我 们 设 一 1<a<1. 因此 ,几何 级 数 就 是 a 及 其 所 有 高 次 
攻 的 和 . 我 们 证 明 这 种 级 数 的 收敛 性 如 下 : 

设 S 一 ca 十 az 十 Ca 十 ci 十 … Q) 

两 边 同 乘 4a, 得 aS 二 a 十 a; 十 a 十 a 十 …: 人 
然后 将 这 两 式 相 减 ,得 

S—aS 一 (a 十 a 十 a 十 qa! 和 十) 一 l(a’ 十 a 十 a 十 a 十) 二 a， 


S(l1 一 a)= 二 a, 因 而 S 一 ] 


一 Q 


和 于 5 是 原 几何 级 数 的 和 ,因此 ,我 们 可 以 认为 
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& 十 ad 十 as 十 dt 十 as 一 


例如 ,如 果 a 二 二 , 则 


总 十 言 十 广 十 疝 十 洲 十 赤 十 …… 一 一 二 一 一 志 . 

就 数学 的 精密 性 而 言 , 对 无 穷 级 数 收敛 性 的 这 一 证 明显 得 十 
分 幼稚 , 相 比 之 下 ,现代 数学 对 这 个 问题 的 论证 就 精妙 得 多 . 

在 上 面 的 证 明 中 ,没有 体现 出 为 什么 要 设 一 1 二 a 二 1; 当然 我 
们 要 做 一 1<a<<1 的 假设 ,可 以 用 下 面 的 例子 来 说 明 ; 

如 有 果 a 二 2, 我 们 直接 应 用 公式 ,就 得 到 2 十 2 十 2 十 2 十 


-3 ;也 就 是 说 2 十 4 十 8 十 16 十 … 二 一 2. 这 是 一 个 “双重 荒 晃 ”的 


结果 :一 方面 因为 这 个 级 数 显 然 是 发 散 无 穷 级 数 , 男 一 方面 还 因为 
人 们 无 法 想象 一 系列 正 数 相 加 的 结果 竟然 得 出 一 个 负数 . 因而 , 几 
何 级 数 的 求 和 公式 要 求 a 必须 位 于 一 1 与 1 之 间 . 上 述 两 个 无 穷 
级 数 说 明了 一 般 收敛 级 数 的 一 个 重要 条 件 . 


对 于 第 一 个 a 一 亏 的 几何 级 数 来 说 ,其 一 系列 的 项 


(3 二, 二 ,… ] 起 来 越 接近 于 夫 ， ;因此 ,后 面 的 各 项 可 以 越 来 越 忽 


略 不 计 . 

对 于 4 二 2 的 几何 级 数 来 说 ,其 一 系列 的 项 则 离 零 越 来 越 
远 一 一 4,8,16 ,等 等 ,其 愈益 增 大 的 数值 使 其 和 不 能 等 于 一 个 有 
限 数 . 

根据 这 两 个 例子 ,我们 可 以 非常 合理 地 提出 下 述 推测 : 

在 无 穷 级 数 工 十 zx 十 十 x 十 下 十 x 十 … 中 如果, 并 且 只 
有 当 通 项 x* 的 值 趋向 于 零 时 ,其 和 才能 够 收敛 为 有 限 数 . 
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正如 结果 所 示 ,这 个 推测 有 一 半 是 正确 的 . 即 , 如 果 级 数 收 全 
于 一 个 有 限 数 , 则 级 数 中 的 通 项 一 定 趋向 于 零 . 换 句 话说 ,除非 通 
项 趋向 于 零 ,否则 ,我 们 不 能 将 一 个 无 穷 级 数 表 示 为 一 个 有 限 数 . 

然而 ,遗憾 的 是 ,其 逆 命 题 却 是 错误 的 . 也 就 是 说 ,有 的 无 穷 级 
数 , 即 使 其 通 项 趋向 于 零 , 但 其 和 却 趋 向 于 无 穷 . 这 一 事实 并 不 是 
显而易见 的 ,1689 年 伯 努 利 发 现在 调和 级 数 

1 十 到 十 言 十 开 十 去 十 …… 十 天 十 

( 即 正 整数 的 倒数 和 ) 中 ,虽然 其 通 项 趋向 于 零 , 但 它 的 和 却 是 无 
穷 大 . 

伯 努 利 发 现 了 当今 数学 家 称 之 为 “病态 反例 ”的 现象 一 一 即 一 
个 似乎 违反 直觉 的 特定 例子 ,其 古怪 之 至 , 堪 称 “病态 ”. 

这 一 调和 级 数 非常 麻烦 :要 使 其 和 不 大 于 5, 就 必须 将 级 数 的 
前 83 项 相 加 ,因为 : 


1 1 1 1 1 
1 十 广 十 村 十 下 十 襄 十 全 二 机 二 4 990020 < 二 5.00， 
而 1 十 十 十 十 十 十 十 二 十 … 十 二 二 5. 002068…>5. 00 
2 3 4 5 83 ”0 


在 这 一 调和 级 数 中 ,超过 第 83 项 以 后 的 每 一 项 都 小 于 讽 , 轩 
而 对 其 和 的 增值 作用 不 大 . 所 以 ,要 使 和 大 于 6, 就 必须 再 加 
144 项 ， 

由 于 其 和 增值 非常 缓慢 ,因此 ,要 使 级 数 和 等 于 10, 就 必须 将 
前 12367 项 相 加 ,而 要 使 级 数 和 等 于 20, 就 要 加 2. 5 亿 项 ! 人 们 
似乎 根本 难以 想象 调和 级 数 最 终 可 能 会 超过 100, 1000, 甚 至 


10000 亿 . 
但 事实 的 确 如 此 ! 而 这 正 是 其 之 所 以 被 称 为 病态 和 人 努 利 的 


定理 之 所 以 值得 我 们 注意 的 原因 . 
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四 、 伟 大 的 定理 一 一 调和 级 数 的 发 散 性 


调和 级 数 发 散 性 的 证 明 是 约翰 。 伯 努 利 作 出 的 ,但 却 刊 载 在 
哥哥 雅 各 布 1689 年 的 4 论 无 穷 级 数 ) 一 书 中 . 出 于 少见 的 兄弟 情 
谊 ,有 雅 各 布 其 至 在 书 的 序言 中 承认 了 弟弟 对 这 一 证 明 方法 的 优 
先 权 . 

约翰 。 伯 努 利 证 明 调 和 级 数 向 无 穷 发 散 . 是 以 莱 布 尼 兹 的 收 


敏 级 数 考 十 亏 十 巧 十 直 十 贡 十 … 一 1 为 基础. 
约翰 ， 伯 努 利 作 了 如 下 推理 ， 


定理 :调和 级 数 1 十 地 十 亏 十 … 十 二 十 … 的 和 是 无 穷 的 . 


, _1,1,1,1 1 jj、 

证 明 :引入 A= 雪 十 亏 十 地 十 与 十 … 十 二 十 … 这 是 一 个 缺少 
第 一 项 的 调和 级 数 

将 这 一 级 数 “ 变 为 分 子 是 1,2,3,4 等 等 的 分 数 ”, 就 得 到 

_l1 ,2 3 ，4 .5 
A= 记 十 名 十 药 十 加 十 高 十 : 

约 输 。 伯 努 利 将 这 一 级 数 作为 后 面 的 参考 ,然后 ,他 设 定 前 述 
莱 布 尼 兹 的 级 数 为 C, 并 从 这 一 级 数 中 连续 减 去 于 , 计 , 巧 , 站 ,等 
等 ,由 此 构成 一 系列 相关 级 数 ， 


开工 工 工 工 工 ,= 
(一 二 二 1 并 3 ! 


— ll ll 1 
D= Stist20ta5t C 2 1 2 2 
_ il np 1 1 1i1_l 
“一 15 二 20 二 30 一 D 6 2 6 3 
_ 1 1 pr 1 1 1_1 
F= 十 二 十 … 一 三 3 1 


20 30 12 


约翰 。 们 努 利 接着 将 这 一 方程 阵列 的 最 左边 两 列 相 加 ,得 到 : 
C+D+E+Ft…= 记 ++( 言 + 语 )+( 评 + 二 + 玄 ) 


的 机 


一 地 十 后 十 访 十 而 十 " 


男 一 方面 ,如 果 将 这 一 方程 阵列 的 最 左边 和 最 有 边 的 丙 列 相 
加 ,他 发 现 : 


CD 二 EF 二 G 二 … 一 1 十 地 十 亏 十 地 十 亡 十 … 二 1] 十 A. 


由 于 CC 十 D 十 十 十 G 十 … 既 等 于 A, 又 等 于 1 十 A, 因 而 , 约 
输 。 伯 努 利 只 能 得 出 结论 :1 十 A 二 A. 正如 他 所 说 的 那样 :“ 整 体 等 
于 部 分 . ”但 是 ,显然 没有 一 个 有 限 数 会 等 于 大 于 自己 的 数 . 约翰 ， 
伯 努 利 认 为 ,这 只 能 说 明 一 个 问题 : 即 1 十 A 是 无 穷 大 .而 1 十 A 则 
是 调和 级 数 的 和 ,所 以 ,他 的 证 明 完毕 . 

今天 的 数学 家 可 以 对 这 一 证 明 提 出 一 些 公正 的 批评 意见 . 约 
输 。 伯 努 利 是 以 一 种 “整体 论 ” 的 态度 来 对 待 无 穷 级 数 的 ,他 将 其 
作为 一 个 独立 个 体 而 随意 处 置 . 我 们 现在 懂得 ,在 处 理 这 些 数学 问 
题 时 ,必须 特别 慎重 . 并 且 , 他 证 明 调 和 级 数 发 散 性 的 方法 与 现代 
方法 形成 了 鲜明 的 对 照 . 

今天 的 数学 家 采用 下 述 方 法 证 明 级 数 的 发 散 性 ;首先 确定 正 
整数 N( 不 论 其 数值 多 大 ) ,并 证 明 该 级 数 必定 大 于 N; 那 么 ,既然 
该 级 数 大 于 任意 正 整 数 N, 则 这 个 级 数 一 定 趋向 无 穷 . 但 是 ,约翰 
。 伯 努 利 没有 这 样 证 明 . 相反 ,他 用 更 加 简明 的 A==1 十 A 来 证 明 
级 数 的 发 散 性 ,对 于 现代 读者 来 说 ,这 是 证 明 量 的 无 穷 性 的 一 个 最 
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独特 的 方法 . 

我 们 必须 承认 ,约翰 ， 伯 努 利 利 作 出 这 一 论证 之 后 150 年 , 才 
有 真正 精确 的 级 数理 论 出 现 ,考虑 到 这 一 点 ,或 许可 以 不 至 于 过 分 
挑剔 . 并 且 , 尽 管 有 种 种 异议 ,但 谁 也 无 法 否认 约 坦 。 伯 努 利 论证 
方法 的 巧妙 . 约翰 。 伯 努 利 的 证 明 恰 似 数 学 王冠 上 的 一 颗 明 珠 . 

雅 各 布 。 伯 努 利 在 其 《4 论 无 穷 级 数 ) 一 书 中 就 他 弟弟 的 证 明 强 
调 了 一 个 非 直 观 的 重要 推断 ,他 写 道 :“ 一 个 最 后 一 项 为 等 的 无 穷 
级 数 之 和 也 许 是 有 限 的 ,也 许 是 无 穷 的 .” 

现代 数学 家 称赞 他 提出 了 无 穷 级 数 的 “最 后 一 项 "问题 ,因为 
这 些 无 穷 级 数 的 性 质 的 确 排除 了 任何 最 后 项 ;然而 ,他 的 意思 非常 
明确 . 他 所 强调 的 是 ,在 无 穷 级 数 中 ,即使 其 中 的 某 些 项 接近 于 零 ， 
其 和 仍然 可 能 是 无 穷 的 . 调和 级 数 就 是 这 种 现象 的 首要 例子 ,已 如 
约 输 。 伯 努 利 所 证 明 . 

也 许 是 因为 这 一 结果 太 出 平 意料 了 ,和 雅 各 布 。 伯 努 利 情 不 自 
森 , 挥 笔 号 下 了 一 首 数学 短评 ， 

“有 限 环绕 无 穷 级 数 朝 夕 相 伴 , 在 无 限 的 王国 中 也 存在 着 有 
限 ; 至 大 腐 于 细 和 被 之 所 ,而 最 狭小 的 有 限 中 却 见 到 无 限 . 在 无 限 中 
认识 细微 是 多 么 快乐 ,巨大 存在 于 细小 之 中 , 啊 ! 神秘 的 上 天 1!” 


五 .调和 级 数 发 散 性 的 另外 两 种 早期 证 明 


在 讲 到 约翰。 伯 努 利 对 调和 级 数 发 散 性 的 证 明 时 , 雅 各 布 。 
伯 努 利 曾 说 过 ,“ 是 我 弟弟 首先 发 现 的 ”. 如 果 雅 各 布 ， 伯 努 利 认 为 
是 约翰 第 一 个 掌握 了 调和 级 数 的 奇特 性 质 , 他 就 完全 错 了 ,因为 至 
少 有 两 个 前 辈 数 学 家 曾 证 明 过 调和 级 数 的 发 散 性 . 这 两 个 数学 家 
的 证 明 各 不 相同 ,而 且 , 也 不 同 于 上 述 约翰 的 证 明 , 但 每 个 人 的 证 
明 都 显示 了 自己 独特 的 智慧 . 

最 早 对 调和 级 数 发 散 性 作出 证 明 的 是 14 世纪 的 法 国学 者 尼 
科 尔 。 奥 雷 姆 (1323 一 1382 年 ). 
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大 约 在 1350 年 , 奥 雷 姆 写 出 了 一 部 非凡 的 著作 , 题 为 《 欧 几 里 
得 几何 问题 》. 当然 ,这 是 一 部 非常 古老 的 文献 , 比 卡 尔 达 诺 的 《大 
衍 术 》 还 早 了 整整 200 年 . 尽管 这 部 著作 产生 于 我 们 也 许可 以 称 为 
欧洲 数学 的 “石器 时 代 ”, 但 奥 雷 姆 的 著作 中 的 确 含 有 一 些 非常 精 
彩 的 论题 ， 

特别 是 ,他 论述 了 调和 级 数 的 性 质 , 他 的 全 部 论证 如 下 : 


oreeee 将 1 英尺 与 元 、 亏 、 了 英尺 等 相 加 ,其 和 无 穷 ,实际 上 ,可 


以 构成 一 个 其 和 大 于 三 的 多 项 无 穷 数 . 


.1,1 1 1 1 1 1 1 1 1l1... 
因此 ;二 了 大 于 5;5+tE1t7 了 tg 人 Ts;g91t167 十 


1 1 » 
1 大 于 万 等 等 
实际 上 , 奥 雷 姆 的 意思 是 用 其 和 等 于 二 的 较 小 分 数 奉 换 调 和 


级 数 中 的 一 组 分 数 . 
即 : 


1 1 1 

1 ,1 ,1 1 1 2 
itz 了 十 过 )>1t (F141)-3 9 

1 1 | 1 1 1 1 ，1 3 1 1 |1 
lts3tat (stat7ta)>at(ststs 


1 1 ,1,1 1、4 ，，1 1、 5 
13 (ttti)> + (+11+) 
入 k 的 一 般 公式 : 

1 十 去 十 于 十 … 十 去 > 人 
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例如 ,如 果 & 一 9, 我 们 看 到 : 


1 1 9 十 1 
1 十 却 十 亏 十 … ot 十 亏 十 … .二 > =5; 


如 果 & 一 99， 则 1 十 亏 二 十 本 ll >190=5 0 


D99 
如 果 9909, 我 们 得 到 : 
1 ，1 1 、9999 二 1 
1 十 玛 十 可 十 光 十 有 8 六 一 一 5000. 


这 样 , 只 要 取 调 和 级 数 中 足够 多 的 项 ,我 们 就 能 够 保证 其 和 大 
于 5、50 或 5000 ,或 一 般 地 说 ,大 于 任何 有 限量 . 

这 种 方法 保证 了 所 有 调和 级 数 都 大 于 任何 有 限量 ,并 因而 趋 
各 无 穷 . 奥 雷 姆 的 证 明 巧 妙 、 简 洁 和 易 记 ,已 写 和 人 了 现代 大 部 分 数 
学 教科 书 中 . 但 是 , 伯 努 利 兄弟 似乎 不 知道 有 这 样 一 个 证 明 存 在 . 

先 于 约翰 。 伯 努 利 作 出 证 明 的 还 有 另外 一 位 数学 家 一 一 意 大 
利 数学 家 彼得 罗 。 门 艾 利 (1625 一 1686 年 ). 门 戈 利 的 论证 作 于 
1647 年 ,因而 比 伯 努 利 的 证 明 早 40 年 . 门 戈 利 的 证 明 非 常 简单 ， 
他 首先 提出 了 一 个 初步 命题 


定理 如 条 a 二 11, 那么,- -十 二 十 > 
[#8 


证 明 首先 提出 一 个 明显 的 汉 据 2a > 20 ace， 
ee a a 一 1)， 人 


人 了 


2a5 2al(a’C— | 2 ; 
De (Ga 1 a 
& 一 1 | i 1 > 二 十 C 


这 一 命题 保证 了 在 三 个 连续 整数 的 个 数 相 加 时 ,其 和 _ 定 大 

于 中 间 数字 的 倒数 的 三 倍 . 我 们 可 以 用 数字 来 检验 ,例如 ,去 十 二 
1 3 l,l1 1 1 3 _1 

二 条 一 一 32133 ta > 33™ iT 
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这 驶 是 门 戈 利 在 他 1647 年 对 调和 级 数 的 简短 证 明 中 所 需要 
的 初步 命题 . 

定理 ”调和 级 数 趋向 无 穷 . 

证 明 设 肪 为 调和 级 数 的 和 .通过 对 级 数 各 项 归 组 和 反复 应 
用 上 述 不 等 式 ,我们 发 现 : 


3 8 9 10 
(二 十 访 二 让) 
> 
] 


141+++rirlirlilrlrililrl lil... 
1 十 1 十 元 十 村 十 元 十 于 十 志士 元 十 于 十 志 十 


UW 
+ 
) 
+ 
十 
| 
| 
| 
| 
十 
oo 
| 
十 


一 3 十 ( 序 十 桔 十 证) 十 ( 言 十 言 十 元 ) 十 ( 言 十 言 十 基 ) 十 
(ia 

门 戈 利 证明 的 精彩 之 处 就 在 于 它 的 自我 复制 性 质 . 他 每 次 将 

他 的 初步 定理 应 用 于 调和 级 数 , 他 就 再 一 次 遇 到 调和 级 数 , 但 这 一 

次 则 增加 了 一 个 单位 . 我 们 来 看 以 上 的 不 等 式 , 我 们 发 现 , 互 大 于 

1、 大 于 2、 大 于 3; 和 而且, 如 果 我 们 继续 重复 这 一 过 程 , 互 大 于 任何 

有 限量 .因此 ,我 们 可 以 与 门 戈 利 一 道 得 出 结论 ,调和 级 数 的 和 一 
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定 是 无 穷 大 . 

六 、 伯 努 利 兄 弟 的 遗憾 

1689 年 伯 努 利 兄弟 在 《4 论 无 穷 级 数 》 一 书 中 ,证 明 调 和 级 数 发 
散 之 后 ,又 进一步 阐述 了 整数 平方 的 倒数 和 问题 . 即 求 

1 ，1! 
他 发 现 ， 
1 1 1 1 1 1 
1 十 京 十 京 十 沪 十 京 十 …… 一 1 十 于 十 言 十 去 十 … 

他 注意 到 ， 


ww 1 1 


2 
] 1 1 ] 1 1 1 1 
1 十 子 十 右 十 币 十 “十 六 十 “之 1 十 亿 十 宙 十 而 十 府 十 


.十 十 .一 2. 


2 
k(k 十 1) 
他 应 用 卫 布 尼 兹 求 和 定理 ,上 述 级 数 趋向 某 一 小 于 2 的 有 
限 数 . : 

虽然 伯 努 利 兄 弟 知道 这 一 无 穷 级 数 是 收敛 级 数 ,但 他 们 未 能 
找到 其 和 的 精确 数值 . 雅 名 布 带 着 几 分 遗憾 地 说 :“ 如 果 有 人 人 能够 
发 现 并 告知 我 们 迄今 为 止 尚 未 解 出 的 难题 的 答案 ,我 们 将 不 胜 
感谢 .” 


求 级 数 1 十 寺 十 二 十 疝 十 … 的 值 是 一 个 非常 难 的 难题 ,看 来 ， 


只 能 由 一 个 胜 过 伯 努 利 兄弟 的 天 才 来 解 出 这 一 级 数 的 和 了 ， 
1734 年 ,一 位 师 从 约翰，。 伯 努 利 的 青年 人 终于 解 出 了 这 道 难 
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题 . 在 求 这 一 级 数 和 的 过 程 中 ,犹如 在 数学 的 许多 其 他 领域 一 样 ， 
这 个 青年 人 最 终 超 过 了 他 的 老师 . 实际 上 ,他 超过 了 曾经 就 数学 研 
究 写 过 些 什 么 的 所 有 人 . 这 个 青年 学 生 就 是 欧 拉 ， 


七 、 调 和 级 数 的 前 ”项 和 


随后 很 长 一 段 时 间 , 人 们 无 法 使 用 公式 去 逼近 调和 级 数 , 直 到 
无 穷 级 数理 论 逐 步 成 熟 . 
1665 年 牛顿 在 他 的 著名 著作 《 流 数 法 》 中 推导 出 第 一 个 宪 
级 数 : 
In(1 十 zz) 一 zx 一 二 十 所 一 … 


欧 拉 (Euler) 在 1734 年 利用 牛顿 的 成 果 首先 获得 了 调和 级 数 
有 限 多 项 和 的 值 . 结果 是 : 


1 十 二 十 工 十 ,十 工 一 ln 十 1 十 
2 3 n 


他 的 证 明 是 这 样 的 :根据 牛顿 的 震级 数 有 : 
mn(1 二 去) 一 二 一 2 二 


27x 37° 


于 是 : 


5 


1 1 1 
n 2xXn 3X 4xn’ 


相 加 ,得 ， 
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1 1 1 _ 1 1 11 
ltFtat tln(nTl)T 2 (1 下 十 9 十 十 元】 
1 1 ,1 1.,.. 
了 (1 十 于 十 范 十 …… 十 而) 十 
后 面 那 一 串 和 都 是 收敛 的 ,我 们 可 以 定义 
1 十 二 十 过 十 …… 十 二 一 ln 十 1 十 ce 
2 3 n 


欧 拉 近 似 地 计算 了 < 的 值 , 约 为 0. 577218. 这 个 数字 后 来 被 
称 作 欧 拉 常 数 . 


八 \. 调 和 级 数 发 散 性 的 几 种 证 明 方 法 


如 前 所 述 ,调和 级 数 > 二 的 发 散 性 最 早 是 由 法 国学 者 尼 古 


拉 ， 奥 雷 姆 (1323 一 1382) 在 极限 概念 被 完全 理解 之 前 的 400 年 证 
明 的 . 后 来 ,大 数学 家 约翰 ， 伯 努 利 也 作出 了 经 典 的 证 明 . 伯 努 利 
作出 这 一 论证 之 后 的 150 年 , 才 有 真正 的 级 数理 论 出 现 . 

随 着 级 数理 论 的 不 断 完善 ,我 们 可 以 应 用 更 多 更 精彩 的 方法 
证 明 调和 级 数 的 发 散 性 . 例如 :利用 欧 拉 常 数 ,级 数 与 广义 积分 敛 
散 性 的 关系 ,级 数 及 数列 敛 散 性 的 定义 和 性 质 , 级 数 敛 散 性 的 各 种 
判别 法 ,均值 不 等 式 等 . 在 级 数 敛 散 性 的 讨论 中 ,调和 级 数 的 应 用 
很 广泛 .了 解 这 些 证 明 方法 ,对 级 数 敛 散 性 的 学 习 和 研究 是 有 益 
的 ,特别 在 其 证 明 方 面 能 起 到 举一反三 、 融 会 贯通 的 作用 . 

证 法 一 ;利用 反 证 法 

假设 调和 级 数 > 二 收敛, 记 其 和 为 5, 即 5 一 > 元 ,由 于 


正 项 级 数 若 收敛 ,加 括号 后 仍 收 敛 , 旦 和 不 变 , 可 知 ; 


5 二 了 二 =1 十 地 十 广 十 … 十 ] 


] 
2 3 nit 
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EE 
> (1+3)+ 4+ +( 吉 + 吉 )+ 
一 序 十 (1 十 去 二 十 区 十) 一 于 十 $， 


从 而 0 之 亏 矛 盾 ,所 以 调和 级 数 必 发 散 . 
证 法 二 :利用 加 括号 
依次 将 > 二 9 项 ,90 项 ,900 项 ,… 括 在 一 起 得 


1 十 序 十 写 十 "… 十 广 十 = (1 二 去 十 十 二) 
+ (+t +)+ (To0+ 707+ "+ 5)+ 
>( 曾 + 亩 +…+ 曾 )+ (100+100+…+T66) 
+ (1000+ 1000+ "+ 1600) + 
一 六 十 他 0 十 T0006 十 … 
一 二 十 世 十 站 十 … 


从 上 式 中 可 以 看 出 >) 上 的 和 可 任意 大 , 故 级 数 > 二 发散 
证 法 三 :利用 柯 西 收 伍 准 则 
S, 一 1 十 十 广 十 … 十 过 ,事实 上 ,存在 eo 一 去 ,对 任意 自然 数 


N, 总 能 找到 两 个 自然 数 wo 盖 N,nmo 王 27zzo ,当然 也 有 2mo 之 ， 
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使 得 
ee -1 1 1 + 十 
So 一 So 一 两 下 十 两 二 2 
1 1 1 
27No 21mo 下 + 2mo 


据 柯 西 收敛 准则 的 否定 叙述 ,(S,) 发散, 从 而 了 二 发散 
证 法 四 :利用 子 列 
1 


Sx 二 1 十 却 十 (3+4)+ [ 言 十 言 十 序言) 十" 


1 1 1 
+t (到 5IT 十 到 3 十 及 二 1 


>1 十 二 十 2X 寺 十 4X 间 十 …… 十 2 XX 识 
_ 11 /1 11 11 十 到 
-1t (atatzt ts) 1 十 至 ， 


于 是 lim Sz" lim (+ 了 二 +， 即 lim Sar 一 十 co, 故 数列 


(S,} 发 散 ,从 而 调和 级 数 > 二 发 散 . 
证 法 五 :利用 欧 拉 常数 
证 明 数 列 {&,) 存 在 极限 C( 欧 拉 常 数 ) ,这 里 
ll 1 
4 二 1 十 志 十 可 二 全 记 nz, 即 1 十 广 十 可 一 十 二 
一 jnn 二 C 十 e; ,其 中 se 一 0( 当 mn 一 o2 时 ). 
因为 In(1+ 襄 )< 友 "所 以 InCn 十 D) 一 Inn< ;从 而 有 


1 


lIn2——1nl 二 1 ,lIn3 一 In2 之 却 nz 十 1) 一 lnn< ? 
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n 个 不 等 式 两 边 相 加 得 
nz 十 D)<1 十 广 十 寺 十 …… 十 于 ， 
3 n 
于 是 
dnt1 一 二 1 十 小 > 十 己 十 … .十 一 十 re 
n n 
oa tt) nn ln 1+) -a> 
改 {a,} 有 是 一 个 单调 下 降 的 数列 ,因此 iima 存在 ,用 。 表 
示 ， 即 
lim (1 十 记 十 过 co thn) 
也 就 是 
1 十 序 十 亏 十 … 十 二 一 Inn 十 c 十 e,(lime, 一 0). 
显然 jms,= 一 lim(lnz 二 ec 十 e) 一 十 co. 故 调和 级 数 >， 一 
发 散 . 


证 法 六 :利用 相同 级 数 的 敛 散 性 
应 用 级 数 y\a (其 中 之 多 之 … 


> ,2"azr 有 相同 的 敛 散 性 . 
nn 二 1 
_ 1 1l l 
取 a. 王 一 (nn 王 1,2,) ,1 二 可 二 之 过 0. 而 级 数 


DYar = 2 ,市 一 21 一 人 co 发散 . 帮 调 和 级 数 >) 二 


发 散 . 
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证 法 七 :利用 广义 积分 
对 于 部 分 和 数列 {S,} :5, 一 1 十 二 十 生 十 … 十 十 ,有 1 十 二 十 过 


1 十 1 ] # 十 1 1 
+… 十 二 达 | laqz, 而 | Tdr = In(n+t1), 
了 1 i 1 村 


limln(z 二 1) 一 十 co, 因 此 limS, 一 十 co, 故 调和 级 数 >) 二 发 散 . 


证 法 八 : 利 用 子 级 数 
调和 级 数 中 分 母 末 位 含有 零 的 项 组 成 的 子 级 数 是 


~  _ 1,1 1 1 1 1 
之 m=10+36+ T1001101 +1000110101 


1 1 1 
10000 1 10010 1 100000 


在 此 级 数 中 ,分 母 从 10 到 100 的 项 共有 10 项 ,其 和 大 于 了 


十 


分 母 从 110 到 1000 的 项 共有 90 项 ,其 和 大 于 T0056 一 了， 


分 母 从 1010 到 10000 的 项 共有 900 项 ,其 和 大 于 -05 一 


1007 
分 母 从 10" 十 10 到 10"+! 的 项 共有 9 X 10 一 :项 ,其 和 大 于 


9x10”'_ 9 
10"+! 100° 


1 9 9 9 < 、 
而 > ， , 字 二 十 一 -~ 十 一 天 十 … 十 一 ~ 十 …. 显然 > ， ”发 
从 一 “一 10 100 100 100 一 


散 ,于 是 调和 级 数 > 一 发 散 
n=1 


证 法 九 :利用 重要 命题 
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命题 :“ 设 正 项 级 数 > ,av 收 敏 , 且 aw4i 二 a ;lima, 一 0, 则 有 
n 二 1 : Noo 


limna, = 0”. 
P| 


以 下 是 这 个 命题 的 证 明 : 因 正 项 级 数 >) a, 收敛 , 则 对 于 任 
意 给 定 的 s>0 ,总 存在 自然数 六, 当 ?>N 时 ,下 式 成 立 


| aa 本 Qnrs 十 … 十 Ca 1 J az; | n+1 十 Css 十 … 十 az 十 az 反方. 
由 已 知 ai<<a(2 一 1 2 3 而 aa ya， 
Cor(H 一 1,2,3，…)， 


得 nazn < 性 ,2zaz <e, 故 有 lim2nas, 一 0. 又 Qazw4i 过 az， 


2n 十 1 
2n 


2n 二 1 
2 


故 有 (272 十 1)az il<(22 十 1)a 一 27。 


”位 27 


得 Olim (2n 二 1) a) lim 2n 。 。 ai 二 0. 故 有 


jim(22 十 1)azo+l 二 0. 所 以 无 论 为 奇数 或 偶数 时 ,下 式 成 立 


limna, = 0. 


Pr Oo 


即 通 项 下 降 趋 于 零 的 正 项 级 数 收敛 的 一 个 必要 条 件 证 毕 . 运用 该 
定理 可 得 limna, 一 ng 二 一 1 天 0 故 调和 级 数 >) 二 发 散 . 


证 法 十 :利用 重要 函数 不 等 式 
不 等 式 :Tln(l 二 zx) 


Ss, 一 1 十 去 十 桔 十 二 元 >InG+DTIn(1 十 言 ) 二 7 
n 2 
] 
tin(1+ . ) 
7 十 | 


nn 


一 ln2 十 ln 访 十 "十 In 


* 118 * 


第 十 一 章 ”调和 级 数 


一 一 ,3。4 。...， a 名 7 
In(2 "了 "本 a—1 5 


=]n(l 二 +n)—o0(n—o00). 
即 > 二 一 co , 故 调和 级 数 发 散 
证 法 十 一 :利用 平均 值 不 等 式 


ul 十 as 十 … 十 a 工 
n 之 (aila2sa3""an)", 


1 1 
1 十 二 十 三 十 … 十 1 
2 3 2 l 1 1] \™ 
(ln) 
1 1 1 了 


当 nn 一 co, 左边 为 > 一 ,右边 为 lim 


人 
> 三 (n 之 2,nE N) 来 证 明 ， 


np 一" 故 ， > 1 一 发 散 . 


人 十 胡 上 下 不 等 人 成 卫 办 
1 3_ /1 1 1 1 
7 一 1 1 十 元 十 二 n (#7 六 (3 nF ) 
-1 1 
(n—l)n (nl1)n 
27 
一 GDnGTTD~， 
1 1 1 3 
一 十 一 3 (n> 
所 以 2 nN). 


所 以 
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1 1 1 3 
到 十 于 十 元 > 与 一 1， 
1 1 ， 1、3 1 
F146 2 
1 1 1、3 1 

EE 


1 1 1 1 1 1 1 1 1 


1 l 1 1 1 


2+ (++ 了 4)+ (t+7) + 


1 1 
一 2 十 1 十 广 十 本 十 人 


所 以 1 十 却 十 言 十 … 十 元 十 … 是 无 穷 数 . 所 以 调和 级 数 > 一 
发 散 

证 法 十 三 :利用 拉 阿 伯 判 别 法 

若 》, wu 是 正 项 级 数 , 3N EN, Yn 之 N ,有 "( 1 ) 二 7 


nt! 


nil 


>1(n (二 -一 1)<1), 则 级 数 > 5 收敛 (发 散 )， 


在 调和 级 数 忆 充 中 ,YnEN, 均 有 (n 闻 和 一 1) 一 


1 
n | 1 一 (一 1) 一 1, 所 以 调和 级 数 > 广发 散 
7 十 1 


证 法 十 四 :应 用 厄 耳 玛 可 夫 判 别 法 
车/(z) 为 单调 减少 的 正 值 丙 数 , 且 lim 人 全 全 7 一 X, 则 当 X<1 
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时 ,级 数 >) /收敛 ; 当 )>>1 时 ,级 数 3) /mw 发散 


,1 
令 /(z) 一 二 ; 则 lim = RS lim limz=+%, 


村 


一 一 一 -一 -一 一 一 一 一 一 一 [| 一 -一 [和 > 
用 级 数 > /(m) 一 了 二 一 1 十 去 十 言 十 … 十 二 十 … 发 数 


天 二 工 


证 法 十 五 :应 用 高 斯 判别 法 
在 级 数 > a 中 , 若 a 全 0(C 一 1,2,3,…) 及 -< 一) 十 儿 十 
n==1 [i n 


nn 十 1 


0 129.1<C,s>0), 则 (1) 当 1 时 ,级 数 收 敏 ; (2)4 达 1 时 级 数 


发 散 ;(3) 当 ) 人 三 1 时 , 若 0>1 则 级 数 收 敛 , 若 w 安 1 则 级 数 发 散 . 
] 


在 调和 级 数 >) 二 中 ,2 一 一 一 2 一 1 十 二 , 据 高 斯 关 


好 2 十 1 1 


n 十 1] 


别 法 知 ,调和 级 数 >) 一 发散. 
证 法 十 六 :利用 相关 级 数 敛 散 性 命题 
设 a, 0 一 Qi 十 ay 十 … “十 ay， 级 数 > 一 co ,出 | 之 于 


发 散 . 
以 下 是 这 个 命题 的 证 明 :因为 Qn > 0 ,Sn 单调 增加 ,所 以 
ntp 
A CA 2 3 
hl Sk S ntp Sntp Smtp 


因为 > 十 o0, 帮 Yn, 当 pEN 充分 大 时 ,有 -< 去， 


从 而 Ss >1— 雯 ,所 以 > 发 散 . 


pnil >* 
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心心 


一 一 阳 一 一 Sn 一 -一 说 Un 一 ~ 1 
令 @ 二 1,n 二 1,2,… 则 5 二 1 十 1 十 … 十 1 二 n, 所 以 从 之 ,可 之 二 
发 散 
证 法 十 七 :利用 .> (一 已 -一 的 发 散 性 
记 ww,= :一 二 ,为 研究 级 数 > a 的 敛 散 性 ,我 们 引进 集合 


A;:={n|[lnn|= oy k=(l,2,. .那么 集合 内 内 的 元 素 2 具有 
性 质 下 委 ]nz 委 & 十 1 ,或 写成 拓 委 2 委 ege ,其 个 数 pi 二 [(e 一 1)et]， 
将 A 内 的 元 素 从 小 到 大 排列 ,可 记 为 和 mr 十 1 ,ns 十 如 一 1. 


现 考虑 w = 了 a,= 5D) 一 了 
miE A, "EA, 


=(—1D* 六 二 
1 公用， 7 

=(—1)*v,，, 

其 中 
页 一 | pe—l 
1 1 1 pe 
一 一 一 - -一 > 一 -一 中 
及 2 k v= 人 0 7 十 也 之 ege- eget De 


1 1 一 
之 一 一 E (e— Dge—S. 


下 面 证 明 级 数 之 /an 是 发 散 的 ,采用 反 证 法 ,假设 Za 收敛 ， 


则 由 柯 西 收敛 准则 ,对 于 任 给 的 s 盖 0 ,存在 No ,使 得 当 n 宇 No 时 ， 
对 于 一 切 自 然 数 p, 均 有 |a, 十 asti 十 … 十 as+p | 二 e. 


1 之 人 中 选 一 
个 数 ni ,此 处 k 是 适当 大 的 一 个 自然 数 , 有 n: EE A,, 即 en 
<ege'. 
又 取 自 然 数 p= 二 pi 一 1, 则 此 时 应 有 
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| a。 十 an +i 十 …… 十 au +a 一 1 {=e, : (1) 
但 男 一 方面 却 有 
[a 十 aol 十 十 ao +p -1|= | wu | =—w>S 一 2e>e， (2) 


(1) 式 与 (2) 式 矛盾 ,因而 级 数 了 Ya, 发 散 . 


利用 这 个 结论 我 们 可 以 证 明 调和 级 数 发 散 . 


由 于 { 一 了 | 的 部 分 和 大 于 人 二 | 的 部 分 和 ,所 以 由 全 芝 一 


发 散 知 > 工 发 散 


。 123 。 


第 十 二 章 ” 欧 拉 与 级 数 求 和 


欧 拉 是 18 世纪 最 优秀 的 数学 家 ,也 是 历史 上 最 伟大 的 数学 家 
和 最 多 产 的 数学 家 之 一 . 微 积 分 的 发 明 是 人 类 精神 的 最 高 胜利 ,但 
牛顿 、 莱 布 尼 北 创始 的 微 积 分 基础 不 稳 , 应 用 范围 也 有 限 .18 世纪 
有 一 批 数学 家 都 在 努力 拓展 徽 积 分 ,同时 也 在 大 力 推进 它 的 应 用 . 
欧 拉 对 “ 微 积分 ”成 长 更 是 倾注 了 更 多 的 心血 ,他 起 了 十 分 重要 的 
作用 . 欧 拉 在 微 积 分 方面 ,用 形式 化 的 函数 理论 ,把 微 积 分 从 几何 
学 的 束缚 中 彻底 解放 出 来 ,使 其 建立 在 算 本 和 代数 的 基础 上 ,他 扩 
展 了 徽 积 分 的 领域 ,把 无 穷 级 数 由 一 般 的 运算 工具 转变 为 一 个 重 
要 的 研究 科目 . 欧 拉 被 称 为 “分 析 的 化 身 ”. 

本 部 分 主要 介绍 欧 拉 的 生平 . 欧 拉 与 可 尼斯 堡 七 桥 问 题 、 欧 拉 
公式 以 及 欧 拉 在 级 数 求 和 方面 的 独特 贡献 . 


多 拉 


欧 拉 (CEuler,1707 一 1783) ,瑞士 数学 家 与 自然 科学 家 , 1707 
年 欧 拉 出 生 在 瑞士 的 巴塞 尔 城 ,小 时 候 他 就 特别 喜欢 数学 ,不 满 
10 岁 就 开始 自学 《4 代数 学 》. 这 本 书 连 他 的 几 位 老师 都 没 读 过 ,可 
小 欧 拉 却 读 得 津津 有 味 , 遇 到 不 懂 的 地 方 ,就 用 笔 作 个 记号 ,事后 
再 向 别人 请 教 . 
欧 拉 的 父亲 保罗 ， 欧 拉 曾 在 巴塞 尔 大 学 上 过 学 ,与 当时 著名 
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的 数学 家 约翰 。 伯 努 利 与 雅 各 布 。 伯 努 利 有 几 分 情谊 ,因此 欧 拉 
认识 了 这 两 位 数学 家 ,并 与 约翰 ， 伯 努 利 的 两 个 儿子 ,擅长 数学 的 
尼 十 拉 。 伯 努 利 及 丹尼尔 ， 伯 努 利 成 了 好 朋友 。 

1720 年 ,由 约翰 ， 伯 努 利 保 举 ,13 岁 的 欧 拉 进 巴塞 尔 大 学 读 
书 , 这 在 当时 是 个 奇迹 , 曾 达 动 了 数学 界 . 小 欧 拉 是 这 所 大 学 ， 也 是 
整个 瑞士 大 学 校园 里 年 龄 最 小 的 学 | 
生 . 两 年 后 的 夏天 , 殉 拉 获得 巴塞 尔 大 
学 的 掌 士 学 位 ,次 年 , 欧 拉 又 获得 巴塞 
尔 大 学 的 哲学 硕士 学 位 . 1725 年 , 欧 
拉 开 始 了 他 的 数学 生涯 . 

1725 年 丹尼尔 。 伯 努 利 赴 俄国 ， 
并 向 沙皇 喀 德 林 一 世 推荐 了 欧 拉 ,这 
样 ,在 1727 年 5 月 17 日 欧 拉 来 到 了 
彼得 堡 , 1733 年 ,年 仅 26 岁 的 欧 拉 担 下 z 
任 了 彼得 堡 科 学 院 数学 教授 . 1735 年 , 欧 拉 解决 了 一 个 天 文学 的 
难题 (计算 在 星 轨 道 ) ,这 个 问题 经 几 个 著名 数学 家 几 个 月 的 努力 
才 得 到 解决 ,而 欧 拉 却 用 自己 发 明 的 方法 ,三 天 便 完成 了 . 然而 过 
度 的 工作 使 他 得 了 眼病 , 右 眼 不 幸 失 明了 ,这 时 他 才 28 岁 ， 

1741 年 欧 拉 应 普鲁士 彼 德 烈 大 帝 的 邀请 ,到 析 林 担任 科学 院 
物理 数学 所 所 长 ,直到 1766 年 ,后 来 在 沙皇 喀 德 林 二 世 的 诚 展 敦 
聘 下 重 回 彼得 堡 ,不料 没 有 多 久 , 左 眼 视力 衰退 ,最 后 完全 失明 .不 . 
幸 的 事情 接 吧 而 来 ,1771 年 彼得 堡 的 大 火灾 殊 及 欧 拉 住 宅 , 带 病 
而 失明 的 64 岁 的 欧 拉 被 围困 在 大 火 中 ， 虽然 他 被 别人 从 火海 中 救 
了 出 来 ,但 他 的 书房 和 大 量 研 究 成 果 全 部 化 为 厌 烛 了 . 沉重 的 打 
击 ,仍然 没有 使 欧 拉 倒 下 ,他 发 扳 要 把 损失 夺回 来 . 欧 拉 完 全 失明 
以 后 ,虽然 生活 在 黑暗 中 ,但 仍然 以 惊人 的 胡 力 与 黑暗 搏斗 , 赁 着 
记忆 和 心算 进行 研究 ,直到 逝世 ，, 竞 达 17 年 之 久 ， 

1783 年 9 月 18 日 ,在 不 久 前 才刚 计算 完 气 球 上 升 定 律 的 欧 

。 125 。 


人 微 积分 的 思想 方法 渊源 


拉 , 在 兴奋 中 突然 停止 了 呼吸 ,享年 76 岁 . 欧 拉 和 生活、 工作 过 的 三 
个 国家 :瑞士 .俄国 .德国 ,都 把 欧 拉 作为 自己 的 数学 家 ,为 有 他 而 
感到 骄傲 . 

欧 拉 的 记忆 力 和 心算 能 力 是 罕见 的 ,他 能 够 复述 年 轻 时 代笔 
记 的 内 容 , 心 算 并 不 限于 简单 的 运算 ,高 等 数学 一 样 可 以 用 心算 去 
完成 . 有 一 个 例子 足以 说 明 他 的 本 领 , 欧 拉 的 两 个 学 生 把 一 个 复杂 
的 收敛 级 数 的 17 项 加 起 来 , 算 到 第 50 位 数字 ,两 人 相差 一 个 单 
位 , 欧 拉 为 了 确定 究竟 谁 对 ,用 心算 进行 全 部 运算 ,最 后 把 错误 找 
了 出 来 . 欧 拉 在 失明 的 17 年 中 ,还 解决 了 使 牛顿 头痛 的 月 离 问题 
和 很 多 复杂 的 分 析 问 题 . 

欧 拉 的 风格 是 很 高 的 , 拉 格 朗 日 是 稍 后 于 欧 拉 的 大 数学 家 ,从 
19 岁 起 和 欧 拉 通信 ,讨论 等 周 问题 的 一 般 解 法 ,这 引起 变 分 法 的 
诞生 . 等 周 问题 是 欧 拉 多 年 来 苦心 考虑 的 问题 , 拉 格 朗 日 的 解法 ， 
博得 欧 拉 的 热烈 赞扬 ,1759 年 10 月 2 日 欧 拉 在 回信 中 盛赞 拉 格 
朗 日 的 成 就 ,并 谦虚 地 压 下 自己 在 这 方面 较 不 成 熟 的 作品 暂 不 发 
表 , 使 年 青 的 拉 格 遍 日 的 工作 得 以 发 表 和 流传 ,并 说 得 巨大 的 声 
誉 .他 晚年 的 时 候 , 欧 洲 所 有 的 数学 家 都 把 他 当 作 老师 ,著名 数学 
家 拉 普 拉 斯 (Laplace) 曾 说 过 :“ 读 读 欧 拉 、 读 读 欧 拉 , 它 是 我 们 大 
家 的 老师 1” 当 欧 拉 64 岁 高 龄 之 时 ,一 场 突 如 其 来 的 大 火烧 掉 了 他 
几乎 全 部 的 著述 ,而 神奇 的 欧 拉 用 了 一 年 的 时 间 口 述 了 所 有 这 些 
论文 并 作 了 修订 .一 年 以 后 ,1783 年 9 月 18 日 的 下 午 , 欧 拉 为 了 
庆祝 他 计算 气球 上 升 定 律 的 成 功 , 请 朋友 们 吃饭 , 那 时 天 王 星 刚 发 
现 不 久 , 欧 拉 写 出 了 计算 天 王 星 轨道 的 要 领 ,还 和 他 的 孙子 逼 笑 ， 
喝 完 茶 后 ,突然 疾病 发 作 , 烟斗 从 手中 落下 , 口 里 喃 喃 地 说 ,我 要 
死 了 ”, 欧 拉 终 于 “停止 了 生命 和 计算 ”. 

欧 拉 渊博 的 知识 .无 穷 无 尽 的 创作 精力 和 空前 丰富 的 著作 ,都 
是 令 人 惊叹 不 已 的 ! 他 从 19 岁 开 始 发 表 论文 ,直到 76 岁 , 半 个 多 
世纪 写 下 了 浩如烟海 的 书籍 和 论文 . 可 以 说 欧 拉 是 科学 史上 最 多 
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产 的 一 位 杰出 的 数学 家 , 据 统 计 , 他 那 不 倦 的 一 生 , 共 写 下 了 886 
本 书籍 和 论文 (七 十 余 卷 ,牛顿 全 集 八 卷 ,高 斯 全 集 十 二 着) ,其 中 
分 析 、 人 代数、 数论 占 40% ,几何 占 18%, 物 理 和 力学 占 28% ,天文 
学 占 11%, 弹 道学、 航海 学 建筑 学 等 占 3% ,彼得 堡 科学 院 为 了 整 
理 他 的 著作 , 足 足 忙碌 了 四 十 七 年 .时 至 今日 几乎 每 一 个 数学 领域 
都 可 以 看 到 欧 拉 的 名 字 , 从 初等 几何 的 欧 拉线 ,多 面体 的 欧 拉 定 
理 , 立 体 解 析 几 何 的 欧 拉 变换 公式 ,四 次 方程 的 欧 拉 解法 到 数论 中 
的 欧 拉 函数 ,微分 方程 的 欧 拉 方 程 , 级 数论 的 欧 拉 常数 , 变 分 学 的 
欧 拉 方程 , 复 变 表 数 的 欧 拉 公式 等 等 , 数 也 数 不 清 . 他 对 数学 分 析 
的 贡献 更 独具匠心 ,《 无 穷 小 分 析 引 论 ) 一 书 便 是 他 划时代 的 代表 
作 , 当 时 数学 家 们 称 他 为 “分 析 学 的 化 身 ”. 

欧 拉 著 作 的 惊人 多 产 并 不 是 偶然 的 ,他 可 以 在 任何 不 良 的 环 
境 中 工作 ,他 常常 抱 着 孩子 在 膝 上 完成 论文 ,也 不 顾 孩 子 在 旁边 喧 
哗 . 他 那 奖 强 的 炽 力 和 孜孜 不 伴 的 治学 精神 ,使 他 在 双生 失明 以 
后 ,也 没有 停止 对 数学 的 研究 ,在 失明 后 的 17 年 间 , 他 还 口述 了 几 
本 书 和 400 篇 左右 的 论文 . 19 世纪 伟大 数学 家 高 斯 (Gauss,1777 
一 1855 年 ) 曾 说 :“ 研 究 欧 拉 的 著作 永远 是 了 解数 学 的 最 好 方法 ”. 

欧 拉 的 一 生 , 是 为 数学 发 展 而 奋斗 的 一 生 ,他 那 杰 出 的 智慧 ， 
顽强 的 毅力 ,孜孜不倦 的 奋斗 精神 和 高 尚 的 科学 道德 ,永远 是 值得 
我 们 学 习 的 . 欧 拉 在 数学 .物理 .天文 .建筑 乃至 音乐 .哲学 方面 都 
取得 了 辉煌 的 成 就 . 在 数学 的 各 个 领域 ,常常 见 到 以 欧 来 命名 的 公 
式 、 定 理 和 重要 常数 .课本 上 常见 的 如 r(1736 年 ),i(1777 年 )， 
e(1748 年 ) ,sin 和 cos (1748 年 ) ,tan (1753 年 ), Ax(1755 年 )， 


之 (1755 年 ),f(z)(1734 年 ) 等 ,都 是 他 创立 并 推广 的 . 歌德 巴赫 
猜想 也 是 在 他 与 歌德 巴赫 的 通信 中 提出 来 的 . 欧 拉 还 首先 完成 了 
月 球 绕 地 球 运动 的 精确 理论 ,创立 了 分 析 力 学 、 刚 体力 学 等 力学 学 


科 , 深 化 了 望远镜 、 显 微 镜 的 设计 计算 理论 . 
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二 、 欧 拉 与 哥 尼斯 堡 七 桥 问题 


18 世纪 时 ,欧洲 有 一 个 风景 秀丽 的 小 纺 再 尼斯 堡 ， 普 雷 盖 尔 
河 横贯 其 境 , 并 在 这 上 儿 形 成 两 条 支流 ,把 整 座 城市 分 割 成 4 个 区 域 
( 见 图 12-1) ,在 河 的 两 岸 .河中 的 岛 和 两 条 支流 之 间 的 半岛 之 间 ， 
人 们 建造 了 .7 a a 4 区 的 迷人 景 
OT 


图 12-1 


一 天 又 一 天 ,7 座 桥 上 走 过 了 无 数 的 行人 ,不 知 从 什么 时 修 
起 ,脚下 的 桥梁 触发 了 人 们 的 灵感 ,一 个 有 趣 的 问题 在 居民 中 传 开 
了 : 谁 能 从 一 座 桥 出 发 一 次 走 遍 所 有 的 7 座 桥 , 而 且 每 座 桥 都 只 通 
过 一 次 回 到 原 地 ? 
这 就 是 著名 的 “可 尼斯 堡 七 桥 问题 "; 能 否 从 任 一 一 陆地 出 发 通 

过 每 座 桥 恰好 一 次 而 回 到 出 发 点 ? z 

”这 个 问题 似乎 不 难 , 谁 都 乐意 用 它 来 测试 一 下 自己 的 智力 ,可 
是 , 谁 也 没有 找到 一 条 这 样 的 路 线 .“ 七 桥 问题 ? 难 住 了 哥 尼 斯 堡 的 
所 有 居民 . 如 尼斯 堡 城 也 因 “ 七 桥 问 题 ?而 出 了 和 名， z 
”” 最 后 人 们 便 写 信 给 大 数学 家 欧 拉 , 请 他 帮助 , 欧 拉 想 了 几 天 ， 
彻底 解决 了 这 个 问题 ,他 是 如 何 解 决 的 呢 ? 
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欧 拉 并 没有 跑 到 哥 尼 斯 堡 去 走 走 . 他 把 这 个 问题 化 成 了 这 样 
的 问题 来 看 :把 两 岸 ` 河 心心 岛 . 半 态 缩 成 4 个 点 ,七 桥 化 为 7 条 
边 ,两 个 顶点 有 边 联结 和 
这 样 欧 拉 就 得 到 了 一 个 图 ( 见 图 12-22. 

. 欧 拉 将 问题 转化 为 :在 这 个 图 中 ,从 任何 一 点 出 发 ， 第 不 离 纸 ， 
但 又 不 能 重复 任何 一 条 边 地 画 出 上 图 , 且 起 点 a "这样 的 
画 法 存在 吗 ? 

这 就 是 众所周知 的 “一 ne 


哥 尼 斯 堡 七 桥 示意 图 


图 12-2 
欧 拉 研究 一 股 能 _- 一 笔画 成 的 图 应 该 具有 什么 性 质 ? 他 发 现 
们 大 体 上 有 两 类 ,全 都 是 偶 点 或 仅 有 两 个 奇 点 . 
对 这 个 事实 , 欧 拉 的 证 明 非 常 精巧 ， es 
对 于 偶 顶 点 ;无论 汇聚 于 该 点 的 路 径 有 多 少 条 ,这 些 路 径 不 必 
重复 走 就 恰好 可 以 “用 完 ”. 例如 ,对 于 只 连接 两 条 路 径 的 偶 顶 点 ， 
一 条 进 , 另 -+ 条 出 ,不 必 重 复 走 就 可 以 “用 完 ” 这 两 条 路 径 . 再 看 另 
一 个 例子 ,对 于 连接 四 条 路 径 的 偶 顶 点 ;第 一 条 进 , 第 二 条 出 ,第 三 
条 又 为 进 , 第 四 条 则 为 出 . 同样 所 有 路 径 可 以 被 “ 
顶点 的 情况 同 理 可 证 : 
反 过 来 ,对 于 奇 顶 点 ,总 存在 一 条 路 径 无 法 用 完 ”. 例如 连接 
三 条 路 径 的 背 顶 点 ,一 条 路 径 用 作 进 , 另 一 条 用 作出 .但 第 三 条 只 
能 用 作 回 到 该 项 点 . Sado. 我 们 只 能 重 走 三 I 
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所 以 说 ,能 不 重复 任何 路 径 而 遍历 的 网 络 , 最 多 只 能 包含 两 个 
奇 顶 点 ,而 且 它 们 必须 是 起 点 和 终点 . 为 什么 呢 ? 我 们 分 别 记 这 两 
个 奇 顶 点 为 A 和 B. 因为 是 奇 顶点 ,A 必定 有 一 条 路 径 没 有 “用 
完 ”. 类 似 地 ,B 也 必定 有 一 条 路 径 没 有 “用 完 ”. 不 过 ,要 是 把 其 中 
一 条 用 作出 发 的 路 径 , 另 一 条 用 作 回 到 终点 的 路 径 , 那 么 实际 上 这 
两 条 路 径 就 被 “用 完 ” 了 . 

但 是 , 奉 网 络 中 还 存在 第 三 个 奇 顶 点 ,那么 必定 要 重 走 一 条 以 
上 的 路 径 才 能 遍历 网 络 . 

对 应 七 桥 问题 的 图 ,所 有 的 顶点 都 是 奇 点 ,共有 四 个 , 故 这 个 
图 肯定 不 能 一 笔画 成 . 

欧 拉 把 这 个 结果 在 1736 年 的 《圣彼得堡 科学 院 学 报 》 上 发 表 ， 
“ 哥 尼 斯 堡 七 桥 问题 ”最终 导致 了 两 门 数学 的 独立 分 支 图 论 和 拓扑 
学 的 创立 . 欧 拉 的 哥 尼 斯 堡 七 狐 间 题 被 推选 为 有 实 以 来 十 大 这 是 
之 一 . 


三 、 欧 拉 公 式 


在 数学 历史 上 有 很 多 公式 都 是 欧 拉 发 现 的 ,它们 都 叫做 欧 拉 
公式 ,它们 分 散在 各 个 数学 分 支 之 中 . 我 们 仅 介 绍 凸 多 面体 欧 拉 公 
式 与 复数 欧 拉 公式 . 

1. 拓扑 学 的 最 早 公 式 一 一 凸 多 面体 欧 拉 公式 

1750 年 欧 拉 独立 地 发 现 :不 论 什么 形状 的 凸 多 面体 ,其 顶点 
数 .楼 数 巨 \ 面 数 下 之 间 总 有 了 一 下 十 FF 一 2 这 个 关系 ,并 于 1751 
年 发 表 . 

”在 数学 史上 ,对 正 多 面体 的 研究 可 追溯 到 古 希 腊 ,当时 人 们 意 

识 到 ,从 寻求 多 面体 的 项 点数 、 面 数 和 楼 数 的 关系 这 一 角度 人 手 ， 

可 能 获得 另 一 条 研究 正 多 面体 的 渠道 . 古 知 腊 时 期 , 毕 达 哥 拉 斯 学 

派 称 正 多 面体 为 “ 字 宙 形 ”, 据 说 他 们 已 经 清楚 所 有 五 种 正 多 面体 

的 作 图 ,柏拉图 在 他 的 哲学 中 把 它 放 到 重要 的 位 置 , 因 此 它 又 有 
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“柏拉图 体 ” 之 名 . 

关于 正 多 面体 不 能 多 于 五 种 的 证 明 ,早已 见于 《几何 原本 》, 据 说 
最 先 可 能 是 由 古 希腊 数学 家 西 厄 蒂 特 斯 (Theaetetus, 公 元 前 415 一 前 
369) 给 出 的 ,他 的 证 明基 于 这 样 的 事实 “任意 多 面 角 的 各 个 面 角 之 和 
都 小 于 四 个 直角 . ”而 后 据 正 多 面体 的 展开 图 ,制作 出 五 种 正 多 面体 模 
型 ,就 证 明了 正 多 面体 有 且 只 有 五 种 ( 见 图 12-3). 


小 儿 二 


正四 面体 正八 面体 正六 面体 


AN 


图 12-3 
据说 大 约 在 1635 年 稍 卡 儿 就 早已 发 现 了 它 , 但 由 于 箔 卡 儿 的 
研究 到 1860 年 才 被 人 们 发 现 , 所 以 这 个 定理 就 称 为 欧 拉 公 式 而 不 
是 笛 卡 儿 公 式 . 
1751 年 , 欧 拉 对 公式 V 一 E 十 FF 二 2 给 出 了 一 个 证 明 , 他 对 这 
一 关系 感 兴趣 是 要 用 它 来 做 多 面体 的 拓扑 分 类 . 
欧 拉 将 f(p) 二 V 一 EE 十 F 称 为 欧 拉 示 性 数 , 欧 拉 公式 告诉 我 
们 ,简单 多 面体 的 欧 拉 示 性 数 fp) 一 V 一 下 十 FF 一 2. 除 简单 多 面体 
外 ,还 有 不 是 简单 多 面体 的 多 面体 . 例如 ,将 长 方 体 挖 去 一 个 洞 , 连 
结 底面 相应 顶点 得 到 的 多 面体 . 它 的 表面 不 能 经 过 连续 变形 变 为 
一 个 球面 ,而 能 变 为 一 个 环 面 , 它 的 欧 拉 示 性 数 为 f(p) 二 16 十 16- 
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一 32 一 0, 所 以 带 一 个 洞 的 多 面体 的 欧 拉 示 性 数 等 于 零 . 

欧 拉 在 解决 欧 拉 公式 之 前 还 研究 并 解决 了 哥 尼 斯 堡 七 桥 问 
题 , 这 两 个 问题 在 18 世纪 还 只 是 一 些 孤 立 的 事实 ,然而 欧 拉 的 确 
强调 过 它们 显然 属于 几何 学 的 某 一 分 支 ,其 中 对 象 间 的 关系 只 与 
其 相对 位 置 有 关 ,而 与 其 数量 大 小 毫 无 关系 ,但 是 只 有 等 到 19 世 
纪 末 20 世纪 初 ,这些 问题 以 及 其 他 的 一 些 事实 才 得 到 系统 化 的 研 
究 并 最 终 发 展 成 为 数学 的 一 个 重要 的 分 支 一 一 拓扑 学 . 

后 来 对 凸 多 面体 欧 拉 公式 进行 证 明 的 是 法 国 数学 家 勒 让 德 
(1794 年 ) 和 柯 西 (1811 年 ). 

2. 最 优美 的 公式 一 一 复数 欧 拉 公式 

我 们 知道 ,在 实数 范围 内 , 解 方程 是 无 能 为 力 的 ,只 有 把 实数 
集 扩充 到 复数 集 才 能 解决 . 对 于 复数 as 十 记 (a、2 都 是 实数 ) 来 说 ， 
当 5 二 0 时 ,就 是 实数 ; 当 5 隆 0 时 , 叫 虚 数 , 当 aa 一 0,5 天 0 时 ,叫做 
纯 虚 数 . 可 是 ,历史 上 引进 虚数 ,把 实数 集 扩 充 到 复数 集 可 不 是 件 
容易 的 事 . : 

16 世纪 意大利 米兰 学 者 卡 当 在 1545 年 发 表 的 《重要 的 艺术 》 
一 书 中 ,公布 了 三 次 方程 的 一 般 解法 ,被 后 人 称 为 “ 卡 当 公式 ”, 他 
是 第 一 个 把 负数 的 平方 根 写 到 公式 中 的 数学 家 . 

给 出 “虚数 "这 一 名 称 的 是 法 国 数学 家 币 卡 儿 ,他 在 1637 年 发 
表 的 《几何 学 》 中 使 * 虚 的 数 ” 与 “ 实 的 数 ” 相 对 应 ,从 此 ,虚数 才 流 传 
开 来 . 

数 系 中 发 现 一 颗 新 星 一 一 虚数 ,于 是 引起 了 数学 界 的 一 片 困 
感 , 很 多 大 数学 家 都 不 承认 虚数 . 以 至 于 在 很 长 时 间 里 ,人 们 把 虚 
数 看 作 不 可 接受 的 , 谁 也 说 不 出 它们 有 什么 用 处 . 然而 ,真理 性 的 
东西 一 定 可 以 经 得 住 时 间 和 空间 的 考验 ,最 终 占 有 自己 的 一 席 
之 地 .， 

1730 年 ,法 国 数学 家 棣 葛 佛 发 现 了 公式 (cos9 十 isin6)" 二 
. cosn0 十 isinn0, 后 来 被 人 们 称 作 棣 英 佛 定理 . 1748 年 欧 拉 在 《4 无穷 
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分 析 引 论 ) 中 阐述 了 三 角 函 数 的 解析 理论 ,研究 了 指数 函数 和 对 数 
消 数 ,并 且 给 出 了 棣 莫 佛 公式 的 一 个 推导 , 即 著 名 的 表达 式 ( 复 数 
欧 拉 公式 ) :e” 二 coszx 十 isinx， 

复数 欧 拉 公 式 的 重要 意义 一 是 在 于 在 此 之 前 ,指数 函数 和 三 
角 函 数 在 实数 域 中 几乎 没有 什么 联系 , 而 欧 拉 在 复数 域 中 却 发 现 
它们 可 以 相互 转化 ,并 被 一 个 非常 简单 的 关系 式 联系 在 一 起 ,因此 
数学 家 们 评价 它 是 "上帝 创造 的 公式 ”“ 人 类 公认 的 优美 公子 “. 

复数 欧 拉 公 式 的 重要 意义 二 是 在 于 将 三 角 画 数 的 定义 域 扩大 
到 复数 ,建立 了 三 角 函 数 和 指数 也 数 的 关系 , 它 在 复 变 旺 数 论 里 占 
有 非常 重要 的 地 位 . 

1777 年 欧 拉 在 《微分 公式 中 第 一 次 用 i 来 表示 一 1 的 平方 
根 , 首 创 了 用 符号 i 作为 虚数 的 单位 . 

将 z= 二 x 代入 到 复数 欧 拉 公式 e” 二 coszr 十 isinz 中 得 到 e™* = 
coszx 二 isinx, 即 e" 十 1 二 0, 这 个 恒等式 也 叫做 欧 拉 公 式 , 它 是 数学 
里 最 令 人 着 迷 的 一 个 公式 , 它 将 数学 里 最 重要 的 5 个 数字 联系 在 
了 一 起 :两 个 超越 数 : 目 然 对 数 的 底 e( 来 源 于 微 积分 ) ,圆周 率 r 
(来 源 于 几何 ) ;两 个 单位 :虚数 单位 i 来 源 于 代数 ) 和 实数 单位 1 
(来 源 于 算术 ), 以 及 数学 里 常见 的 0. 我 们 可 以 称 该 公式 将 “五 末 
金 花 ” 妙 不 可 言 地 同时 绽开 ,让 两 个 最 车 名 的 超越 数 结伴 而 行 , 使 
实数 和 虚数 熔 于 一 炉 . 

将 z 一 2r 代入 到 复数 欧 拉 公式 e” 二 cosz 十 isinz 中 得 到 
es 一 cos2r 十 isin2r, 即 e 姑 一 1 一 0, 这 个 恒等式 也 叫做 欧 拉 公式 ， 
它 也 是 数学 里 最 令 人 着 迷 的 一 个 公式 , 它 将 数学 里 最 重要 的 6 个 
数字 0,1,2,i,e,z 联系 在 一 起 . 我们 可 以 称 该 公式 为 “六 大 了 明星” 
同 台 献艺 . 


四 、 欧 拉 在 级 数 求 和 方面 的 独特 贡献 


要 从 欧 拉 庞大 的 数学 体系 中 找 出 一 两 个 有 代表 性 的 定理 是 很 
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困难 的 
我 们 选取 欧 拉 计算 级 数 1 十 圳 十 去 十 … 十 点 十 … 的 值 进行 介 
绍 ,主要 出 于 下 面 三 个 原因 

第 一 ,从 历史 上 看 ,这 一 问题 提出 了 一 个 十 分 重要 且 引 起 争论 
的 命题 ; 

第 二 ,对 这 个 问题 的 解决 是 欧 拉 的 早期 成 就 之 一 ,在 很 大 程度 
上 巩固 了 他 数学 天 才 的 名 望 ; 

第 三 ,对 这 个 问题 的 解决 不 仅 证 明了 欧 拉 解决 前 人 难题 的 才 
干 ,而 且 还 证 明 他 有 能 力 将 一 个 个 别 解法 转变 为 一 连 串 同样 深刻 
和 出 人 意料 的 解法 . 

1689 年 伯 努 利 兄弟 在 ( 论 无 穷 级 数 ) 一 上 中 ， 正明 调和 级 数 人 


散 之 后 ,又 进 一 步 阐述 了 1 十 亏 十 记 十 工 十 工 十 : -十 总 -十 .… (整数 
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平方 的 倒数 和 ) 问 题 . 

虽然 伯 努 利 兄 弟 知道 这 一 无 穷 级 数 是 收敛 级 数 且 和 小 于 2, 但 
他 们 未 能 找到 其 和 的 精确 数值 ,这 一 级 数 的 计算 不 仅 难 倒 了 伯 努 利 
兄弟 ,而且 也 难 倒 了 莱 布 尼 效 ,更 不 要 说 世界 上 的 其 他 数学 家 了 . 

欧 拉 是 约翰 们 努 利 的 学 生 , 他 从 老师 约翰 那里 听 说 了 这 道 
难题 ,他 曾 谈 到 开始 研究 这 个 级 数 的 时 候 , 只 是 简单 地 把 级 数 的 项 
越 来 越 多 地 加 起 来 ,希望 能 够 找到 级 数 的 和 . 他 这 样 一 直 计 算 到 
20 位 (在 计算 机 时 代 之 前 ,这 种 计算 绝 非 易 事 ) ,发 现 级 数 的 和 趋 
问 于 数字 1. 6449. 但 遗憾 的 是 ,这 个 数字 看 起 来 似乎 很 陌生 . 欧 拉 
没有 被 吓 倒 ,他 继续 研究 ,终于 在 1734 年 发 现 了 解 开 这 个 谜 的 铀 
匙 .他 兴奋 地 写 道 ,“…… 完 全 意 想不到 ,我 发 现 了 基于 的 …… 一 
个 绝妙 的 公式 .” 

欧 拉 计 算 这 个 级 数 需 要 两 个 工具 或 采用 了 两 条 线索 . 

其 一 是 初等 三 角 学 中 的 正弦 荐 数 . 正弦 函数 的 图 像 是 具有 无 
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限 振 葛 性 质 的 正弦 波 ,这 一 函数 是 欧 拉 思 想 的 核心 . 
从 正弦 函数 的 图 像 上 我 们 可 以 看 到 ,正弦 曲线 与 zx 轴 相 交 处 
的 点 导 ,其 图 数值 等 于 零 ( 见 图 12-4). 


图 12-4 


央 而 , 当 z=0, 士 r, 士 2r, 士 3r, 土 4r, 等 等 时 ,sinr 一 0. 这 种 
使 sinz 等 于 零 的 无 穷 多 的 zz 值 反 映 了 正 弱 函数 周期 性 重复 变化 
的 特性 . 
关于 正 藤 的 许多 知识 ,我 们 都 可 以 从 初等 三 角 中 学 到 . 但 是 ， 
如 果 我 们 在 其 中 引入 微 积分 中 的 泰勒 级 数 展 开 式 ,我 们 就 会 得 出 
下 列 公 式 : 
sinz 一 x 一 富 十 亲 一 和 十 半 一 … 
这 一 公式 的 重要 性 在 于 它 为 欧 拉 提供 了 一 种 将 sinz 表达 为 
“无 限 长 多 项 式 ” 的 方式 . 这 一 sinz 表达 式 将 永远 达 不 到 终点 , 随 
着 的 指数 按 奇 整数 序列 增 大 ,分 母 表 现 为 相应 的 阶 有 乘 ,而 正 负 
号 则 一 正 一 负 交 蔡 出 现 . 和 
“ 另 一 条 线索 不 是 出 自 三 角 学 或 微 积分 ,而 是 出 自 代 数 . 由 于 正 
弦 函 数 的 泰勒 级 数 展开 式 是 一 个 无 穷 多 项 式 , 欧 拉 即 转 而 研究 普 
通 的 有 限 多 项 式 , 并 将 它 推广 到 无 穷 多 项 式 . 
设 PC(z) 为 nn 次 多 项 式 ,其 个 根 为 z= 二 a,x 二 b,x 二 c,… 
ZX 二 d; 换 言 之 ， P(la)= Ps) — P(ec)= 一 Pa) 一 0. 我 们 再 设 
P(0)==1. 然后 ,网 拉 知 道 可 以 将 P(z) 分 解 为 如 下 ”个 一 次 项 乘 
积 的 形式 ， 
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ro 下 人 (- 司 (- 汪 ~(- 公 ) 
不 妨 考虑 一 下 这 一 一 般 公式 的 合理 性 . 我 们 可 以 用 直接 代入 
的 方法 得 到 : 
) (a) 


Pla)= Qa) (1 ) (二 


POW- (1 ) (1 ) (1 : )* (04). 

PCz) 的 方程 式 非常 清楚 地 表明 ,PCa) 王 P(b) 一 PCc) 一 … 一 
P(d)=0. 

但 是 ,对 P(z) 还 有 另外 一 个 条 件 ; 要 求 P(0) 二 1. 因为 


Pp(0)= (2) (1 一 到 | (0) (1 
总 之 ,P(x) 二 (1 一 >) (1 到) (1 过) (1 一 元 ) 具 有 所 寻 
求 的 性 质 . 


例如 ,假设 P(z) 是 一 个 三 次 多 项 式 , 在 这 里 ,已 (2) 王 已 (3) 一 
P(6) 王 0, 并 且 P(0) 一 1. 然后 进行 因 式 分 解 , 得 到 
1 


P(z) 一 (1 一 却 ) (一 二 ) (1 一半) 一 1 一 z 十 甘 也 一 基 忆 


容易 验证 这 一 三 次 方程 符合 所 要 求 的 条 件 . 

欧 拉 仔细 研究 了 这 一 方程 后 认为 ,同样 的 法 则 肯定 也 适用 于 
“无 穷 多 项 式 ”. 他 像 牛 顿 一 样 ,也 特别 相信 模式 的 推广 ,既然 这 一 
模式 对 有 限 多 项 式 是 正确 的 ,为 什么 就 不 能 适用 于 无 穷 多 项 式 呢 ? 

现代 数学 家 都 知道 ,这 种 做 法 是 十 分 危险 的 ,而 且 , 将 适用 于 
有 限 多 项 式 的 公式 推广 为 适用 于 无 穷 多 项 式 的 公式 ,肯定 会 遇 到 
巨大 的 困难 : 这 种 推广 当然 要 比 欧 拉 想象 得 更 微妙 ,也 需要 更 多 的 
并 慎 . 也 许 是 因为 欧 拉 走运 ;也 许 是 因为 他 那 强 有 力 的 数学 直觉 . 
无 论 如 何 , 他 的 努力 没有 落空 . 

。 136 。 


DE 


第 十 二 章 ” 欧 拉 与 级 数 求 和 


欧 拉 用 他 超凡 的 洞察 力作 为 纽带 将 全 部 零散 的 部 件 组 合 在 一 
起 ,得 到 了 伟大 的 定理 : 


1 1 1 1 1 _x 
1 十 了 十 可 十 入 十 序 十 十 坟 十 … 二 守 . 


我 们 下 面 给 出 欧 拉 对 这 一 伟大 定理 的 证 明 : 
欧 拉 首先 引入 函数 


, 计 
f(z)=1— 和 十 王 一 子 十 太一 


欧 拉 认为 他 有 充分 理由 反 /ay 看 大 是 无 穷 多 项 起, 并 且 /CO 
二 1. 因此 ,可 以 利用 上 述 方法 ,对 这 一 函数 方程 作 因 式 分 解 ,以 确 
定 方 程 f(x) 二 0 的 根 . 为 此 ,规定 Z 天 0, 并 得 出 : 


4 


_T TX TT 
~ 31 1 51 71 .91 


— sinx 
根据 sinz 的 泰勒 级 数 展开 式 , 只 要 zx 关 0, 解 f(z)= 二 0 就 等 于 
解 2nz 一 0 ,而 后 者 又 可 以 (通过 简单 的 十 字 相 乘 方法 ) 简 化 为 解 


Smn 工 一 0. 

在 前 面 已 看 到 , 当 正 弱 函 数 等 于 0 时 ,z 一 0,z 一 十 rz 一 士 2r， 
等 等 . 当然 ,必须 从 f(z) 一 0 的 解 中 排除 x 二 0, 因 为 已 规定 f(0)=1. 
也 就 是 说 , f(z) 二 0 的 解 只 是 z 一 士 r,z 一 土 2r,z 一 士 3r，… 

基于 这 些 考虑 , 欧 拉 将 f(x) 分解 因 式 为 ; 


re- 习 ( 人 二) 人 到 人 (二 
(1 一 入 )(I 一 三 叶 ) a 
al) 
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-[- 习 [总 -六 ]- 知人 

我 们 称 这 一 方程 为 核心 方程 . 这 是 一 个 非凡 的 方程 ,因为 它 使 
一 个 无 穷 和 等 于 一 个 无 穷 乘 积 . 也 就 是 ,最 初 确定 f(z) 的 无 穷 级 
数 等 于 方程 右边 的 无 穷 乘积 . 对 于 欧 拉 这 样 一 位 非凡 的 数学 家 来 
说 ,这 是 非常 有 启发 性 的 ， 

欧 拉 所 做 的 是 设想 “ 乘 出 "上述 方 程 右 边 的 无 穷 乘 积 ,然后 合 
并 < 的 同类 项 .这样 , 第 一 项 就 将 是 所 有 1 的 乘积 ,当然 ,等 于 1 
为 得 到 zx? 项 ,我 们 就 必须 依次 用 剩余 因子 中 的 天 项 去 乘 所 有 的 
1 ,而 不 是 与 其 它 因子 相 乘 . 这 样 , 欧 拉 的 “无 穷 乘 法 ”问题 就 得 到 了 
下 列 方程 : 


31 51 9| 
二 
-1 (Bt tt tr 


终于 ,迷雾 开始 散 去 . 欧 拉 只 要 计算 出 无 穷 乘积 ,并 得 出 两 个 
相等 的 无 穷 和 ,那么 , 同 指数 的 zx 项 也 就 当然 相等 . 请 注意 ,两 个 
级 数 的 第 一 项 都 是 1. 因而 ,两 个 级 数 中 的 z? 项 ,其 系数 也 一 定 相 
等 . 即 ， 


1 __/l li 1 jj... 
31 (tn 6x 让 


然后 ,在 方程 两 边 同 乘 以 一 1, 左 边 即 得 到 3! 三 6, 而 右边 则 
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最 后 ,引用 十 字 相 乘法 ,得 到 
1 1] 1 1 | 
liotietat" tt 
这 样 , 殉 拉 就 发 现 了 其 他 数学 家 几 十 年 未 能 发 现 的 答案 ,完全 
肯定 地 说 ,下 的 数值 就 等 于 1. 6449… 这 一 近似 值 恰好 就 是 欧 拉 最 


初 所 推算 的 数值 .我们 还 注意 到 ,这 一 无 穷 和 也 恰 如 雅 各 布 。 伯 努 
利于 1689 年 所 正确 推断 的 那样 ,的确 小 于 2. 

然而 ,在 欧 拉 之 前 ,人 们 对 于 这 一 级 数 的 和 恰好 等 于 x 的 六 
分 之 一 ,完全 一 无 所 知 . 这 是 一 个 多 么 古怪 的 答案 . 由 于 数学 本 身 
的 种 种 神秘 原因 ,这 一 级 数 的 和 竟然 产生 了 一 个 关于 x 的 公式 . 因 
为 x 当然 是 与 圆 密切 相关 的 ,而 1,4,9,16 这 些 数 字 则 与 正方 形 密 
不 可 分 ,所 以 ,很 难 想 象 这 二 者 会 联系 在 一 起 . 甚至 欧 拉 自 己 也 对 
他 的 答案 感到 吃惊 . 他 的 公式 过 去 是 ,至 今 依然 是 所 有 数学 问题 中 
最 独特 和 最 令 人 吃惊 的 公式 之 一 . 这 一 以 绝妙 的 方法 推导 出 来 的 
求 和 公式 ,成 为 数学 中 第 一 流 的 经 典 定理 ,被 认为 是 数学 发 展 史 上 
利用 有 限 与 无 限 的 类 比 解 决 问题 的 典范 ， 

这 一 定理 帮助 莫 定 了 欧 拉 在 整个 数学 界 的 崇高 声望 . 这 是 一 
的 特点 就 是 努力 探索 一 切 值得 探索 的 问题 . 

欧 拉 注意 到 ,他 在 核心 方程 中 所 计算 出 的 无 穷 乘 积 在 xz 关 0 


的 情况 下 等 于 szz ,我 们 从 正弦 函数 的 图 像 中 可 以 看 到 , 当 一 到 
时 ,sinz 得 到 最 大 值 1. 
我 们 将 x 一 也 代入 无 穷 乘积 得 ， 
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|9 
~ 


或 简化 为 
2 15\ /35\ ,63、 
4-(T) (7) )() 
通过 取 倒 数 并 将 方程 右边 因 式 分 解 , 欧 拉 侦 然 发 现 了 以 下 
公式 : 


nT 2X2X4X4X6X6X8X8X… 


2 1X3X3X5X5X7X7X9X… 


这 一 方程 式 使 5 等 于 一 个 商 ,其 分 子 是 偶数 的 乘积 ,而 分 母 则 


是 奇数 的 乘积 . 实际 上 ,这 一 方程 式 早已 为 英国 数学 家 约翰 。 沃 利 
斯 (1616~1703 年 ) 所 知 ,他 早 在 1650 年 就 已 用 完全 不 同 的 方法 
推导 出 了 这 一 公式 . 而 欧 拉 却 在 对 无 穷 和 与 无 穷 乘积 的 新 奇 而 相 
当 有 力 的 使 用 过 程 中 再 次 发 现 了 它 ， 

但 是 , 欧 拉 心 中 还 有 更 多 的 打算 . 他 认为 ,他 所 发 现 的 计算 级 
数 1 十 于 十 亏 十 革 士 … 的 方法 是 打开 计算 “病态 ”更 明显 的 级 数 之 
迹 的 铀 是 . 

例如 ,假设 要 求 个 数 平方 的 倒数 和 


天 十 二 十 贡 十 页 十 1 十 -十 7 十 


网 拉 通过 提取 公 因 数 亏 , 得 出 
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元 十 到 十 赤 十 而 十 本 …… 
一 到 (1 十 二 十 可 十 让 十 缉 十 - ) (人 


从 而 , 欧 拉 利用 上 面 “整数 平方 的 倒数 和 公式 ， , 汪 不 必 力 地 计算 昌 
所 有 奇数 平方 的 全数 和 ， 


1 十 于 十 站 十 而 十 … 一 (1+ 去 十 元 机 二 


一 (到 十 衣 士 亲 十 剖 二 一) 一 一 下 于 
欧 拉 对 他 的 发 现 感到 振奋 ,他 再 接 再 厉 ,提出 了 求 整数 四 次 方 
的 倒数 和 问题 ; 


1 十 币 十 商 十 到 6 十 655 二 十 去 十 … 


拉 为 解决 这 个 问题 感到 应 该 回 到 核心 方程 上 来 ,但 这 一 次 
是 要 确 息 方程 两 边 x* 项 的 系数 . 但 是 ,怎样 才能 从 核心 方程 右边 
的 无 穷 乘 积 中 找到 x 项 呢 ? 这 并 非 一 个 平凡 的 小 问题 . 在 求解 这 
一 问题 的 过 程 中 , 欧 拉 再 次 得 益 于 他 对 模式 认 辩 敏锐 的 感觉 和 他 
关于 任何 有 限 乘 积 都 可 以 推广 到 无 限 乘积 的 信念 . 

为 了 理解 欧 拉 的 推理 过 程 ,我 们 先 举 两 个 十 分 简单 但 却 宣 有 
启发 性 的 例子 ,说 明 他 推导 x* 项 系数 的 方法 . 

第 一 个 例子 是 : 

(1—ax’)(1— bx )=1— (gb) zr tabr’ 


=1—(atb)z’ 十 一 了 latp): 一 (&2: 十 到 ) |x， 


第 二 个 例子 是 : 
(1 一 &ZX2D)(C1L 一 pz2 (1 一 cz ) 
一 1 一 (十 8 十 c)z2 十 (ap 十 ac 十 pc 一 (apc)e 


一 1 一 Ca 十 5 十 c) 好 十 于 [Ca 十 6 二 一 (Q2 二 Tc ) jx — (abc) x 
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这 些 方程 可 以 简单 地 通过 乘 出 右边 方 括号 中 的 各 项 来 直接 
验算 . 

仔细 观察 ,模式 已 经 出 现 , 即 ,将 (1 一 az:), (1 一 pz2), (1 一 
cz ) 等 一 系列 因 式 相 乘 后 ,x 的 系数 就 等 于 (a 十 5 十 c 十 …) 之 和 的 
平方 与 平方 和 (&: 十 世 十 c 十 …) 二 者 的 差 的 一 半 . 如 果 这 一 模式 
对 于 两 个 或 三 个 这 种 因 式 的 乘积 是 正确 的 话 , 那 么 ,为 什么 不 能 推 
广 到 四 个 五 个 ,甚至 无 穷 多 个 因 式 的 乘积 呢 ? 欧 拉 回 到 核心 方 
程 ,推导 出 : 


1 x’ 十 之 


加 4 x? 
31 51 71 


可 一 
_ 门 - 工 1[] 一 工 1 一 过 11 一 工 1 
-| x || 大 | or || 1 16 | 
我 们 看 到 ,在 这 里 证 相当 于 a, 二 5 相当 于 5,55 相 当 于 c，… 
因而 ,应 用 我 们 对 xz! 系数 的 这 一 认识 ,就 得 到 ; 
ll 
lt F1197 1 (wa ort )” 


1 1 1 ] 7 1 l 1 4 
ta[ (Rim trt") (rr tart)) 

120° 
右边 的 相应 系数 比较 复杂 ,但 可 以 用 代数 方法 进行 整理 , 先 提取 
的 同 指 数 公 因数 ,然后 利用 上 面 “ 整 数 平方 的 倒数 和 公式 ”所 以 ， 


欧 拉 同 时 考虑 这 一 方程 两 边 z! 的 系数 ,左边 系数 为 吉 一 - 


方程 右边 的 天 项 的 系数 是 
2 
3 (tt) (te sie a) | 
一 二 [并 (1+ 序 + 诗 + 疝 和“) 一 去 (7+ 高 + 商 + 开 s+"…)] 
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人 0 tt" )] 
5 人 (1 十 天 十 页 十 下 8 小 
个 < 并 解 出 所 得 方程 如 下 : 


一 序 一 天 (1 十 站 十 页 二 255 二 ) 


所 以 : 
1 1 1 1 
zi 人 1 十 着 十 可 十 区 9 十 ……) 一 施 一 1206 一 180- 
最 后 | 人 


2 x 
1 十 着 6 十 而 6 十 26 十 :二 让 太一 180 一 90: 


了 拉 发 现 了 _“ 个 页 正厅 特 的 结果 ,他 将 完全 四 次 方 的 蜀 雪 己 
fr 的 四 次 方 联系 在 了 一 起 . 然后 ,他 像 一 个 孩子 发 现 了 新 玩具 一 
和 | 


Te 
1 十 页 4735 +4006" + 冯 二 人 一 945 


他 不 断 对 但 次 宕 级 数 过 行 推 和 得 了 : 


1315862 2 
1+ 训 二 高 十 " 十 而 十 … 110944819760305781257 


欧 拉 踏 上 了 历史 上 没有 一 个 人 曾 踏 上 的 这 一 数学 之 旅 ,它们 
确实 是 人 类 知识 的 一 大 进步 ,是 对 有 关 整 数 乘 方 倒数 与 最 重要 常 
数 x 之 间 关 系 的 发 现 ,而 这 些 关 系 , 以 前 人 们 从 未 想到 过 . 

至 此 ,人 们 会 立即 想到 一 个 问题 :整数 奇 次 寡 的 倒数 和 又 将 如 
何 呢 ?例如 ,我 们 能 否 计 算出 无 穷 级 数 


1 十 这 十 这 十 前 十 … 十 去 十 *… 
对 此 ,其 至 欧 拉 也 磊 上 默 不 语 , 的 确 , 过 去 200 年 的 数学 研究 对 这 些 
奇 次 医 级 数 的 认识 进展 甚 少 . 
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但 是 ,我 们 可 以 很 容易 地 推测 ,整数 奇 次 寒 的 倒数 和 一 定 对 应 

于 分 数 放 的 (了 )r 形式 ,但 时 至 今日 , 仍 没 有 人 能 够 肯定 这 一 推 
测 是 否 正 确 . 

现在 ,我 们 认识 到 , 欧 拉 关于 无 穷 级 数 的 推理 并 不 十 分 严格 . 
他 相信 有 限 级 数 所 产生 的 模式 和 公式 可 以 自动 推广 到 无 穷 级 数 ， 
这 与 其 说 是 科学 ,不 如 说 是 一 种 信念 . 虽然 , 欧 拉 未 能 为 他 的 推理 
提供 充分 的 逻辑 依据 ,或 者 说 他 推论 无 穷 级 数 的 方法 还 十 分 幼稚 ， 
但 他 所 有 这 些 奇 妙 的 级 数 和 都 已 得 到 了 今天 高 标准 的 严密 逻辑 
证 明 . 

需要 说 明 的 是 , 欧 拉 关 于 级 数 求 和 的 这 些 成 就 在 欧 拉 的 70 余 
卷 著 作 中 只 占 了 几 页 . 
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积分 计算 是 微 积分 的 重要 内 容 , 人 们 对 如 何 计算 积分 的 研究 
经 历 了 曲折 的 智力 考验 ,提出 了 诸如 换 元 积分 法 ,分 部 积分 法 等 积 
分 计算 技巧 ,其 主要 思想 是 求 出 被 积 函 数 的 原生 数 . 同时 在 计算 积 
分 的 过 程 中 ,人 们 也 发 现 有 些 积 分 虽然 存在 ,但 其 原 函 数 却 无 法 用 
初等 函数 来 表示 ,如 :被 积 函 数 为 ex， 2 ， VI—R Sim, 1 


lIn(l 十 zz) 
1 十 x? 等 函数 ， 


本 部 分 主要 介绍 几 类 原 通 数 为 非 初 等 函数 的 积分 计 站 问 题 ， 
主要 包括 : 狄 利克 雷 积 分 、 概 率 积 分 . 欧 拉 积分 .椭圆 积分 、 可 利用 
其 他 技巧 计算 的 特殊 积分 . 


一 、 狄 利克 雷 积 分 
狄 利克 雷 积 分 了 一 |， smzdz 在 自然 科学 中 有 着 广泛 的 应 


用 ,这 个 积分 是 收敛 的 ,但 并 不 绝对 收敛 . 这 里 ,我们 给 出 这 个 积分 
的 几 种 计算 方法 . 


解法 一 :考虑 合 参 变量 a 的 积分 1(4) = | 


证 明 , 它 在 0a 二 十 co 上 连续 .上 且 当 a 之 0 时 满足 积分 号 下 求 导 的 
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十 co 。 
.SINT 
e “一 一 dx ,容易 
0 xX 


微 积分 的 思想 方法 湖 源 
十 ee 加 . 1 _ 
条 件 , 故 有 F(a) 一 |” 一 e “sinzdzx 一 一 二 7 由 此 得 到 


I(a)=—arctanaC. 
因 a 二 0 时 ， 


十 ce 
o<lrol< | e ~ 
0 


sinz 
x 


QZz< 雪 | e@ < dz 一 工 ， 
0 人 
故 limT(a) 一 0 一 一 却 十 C, 从 而 C 一 地 ,又 因 IKa) 在 “= 一 0 连续 , 故 
lim I(a)==1(0)= | 一 Sinz 7 
XZ 二 oo 0 叱 
i TT 
一 lim arctana 十 7 > ， 
一 工 
即 了 工 一 了 
解法 二 :考虑 广义 二 重 积分 1= ||s” sinzdzdy ， 
D 
其 中 D==[0, 十 co)X[0, 十 co). 今 按 两 种 不 同 的 次 序 进行 积分 ,得 


oo oo jo . 
= | sinzdz | ewdy= | Sz. (1) 
0 0 oo 人工 
另 一 方面 
+eo te + qd 
= | dy | e sinzdz= | TT (2) 
比较 (1)、(2) 两 式 得 
To sinx 3 
|， szdz= 肥 
二 、 概率 积 


概率 积分 是 高 斯 函数 e-“ 的 积分 | ”e-” dz, 也 称 为 高 斯 积 

分 ,在 概率 论 和 连续 传 里 叶 变 换 的 统一 化 等 计算 中 有 广泛 的 应 用 ， 

法 国 吝 英国 籍 数学 家 亚伯拉罕 ， 棣 美 弗 在 1730 年 出 版 的 专著 《分 
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析 杂 论 》 中 最 早 使 用 概率 积分 . 下 面 我 们 给 电 放 算 访 交 积 分 的 集中 
方法 . 

方法 一 :用 二 重 积 分 

现 有 连续 函数 f(zx,y) = 二 e “1+” 在 正方 形 区 域 D:( 一 < 委 zx 
<aj; 一 4 委 y 委 aa) 圆 域 民 :(z 十 交 委 ca ); 圆 域 :R:(CZz 十 y: 忒 
2a ) 上 的 二 重 积 分 分 别 为 了 五 ,7 ，, 即 : 


了 一 外 e+ ) dzdy 一 | dz | ec +y dy=( | e-* dz)2 ， 
一 2 一 入 a 
2 27x 2 2 
-J ermVdrdy= | dO| re dr 一 re )， 
0 .J0 


-| e-'= +y drdy= | do ， .edr 一 r( 一 ee ), 


(用 极 坐 标 ) 
同时 又 因为 :也 I 志 1J ; 故 有 lim 1 < lim I< lim 1 , 即 有 


lim | ee di) 一 ,从 而 国 e—* dz =Vx. 


方法 二 ;用 三 重 积分 

首先 我 们 把 旋转 体 的 体积 概念 推广 到 积分 限 无 穷 的 情况 . 

再 设 zxOz 平面 上 的 曲线 Z=e * 绕 Z 轴 旋 转 一 周 得 到 的 曲面 
Z=e-“ + 与 平面 zOy 围 成 的 体 V. 显然 ,一 方面 ,该 体 的 体积 


v= Javaz =| dz| a a = (| edz)’, 
另 方 面 ,根据 旋转 体 的 体积 公式 有 
V 一 | sadz 一 一 r| Inzdz = nx(z— zlnz) [i =x 


故 有 | e* dz = Mx. 
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三 、 欧 拉 积 


欧 拉 积 分 是 指 下 面 两 个 特殊 的 含 参 量 广义 积 分 : 
1. Euler 第 二 型 积分 , 称 为 Gamma 函数 


十 ce 
T(s) 一 | rx Ie™dr,(s>0) 
| 


卫 函数 的 性 质 : 

Euler 第 二 型 积分 定义 了 ssE (0, 十 ce) 内 的 一 个 函数 PCs)， 
(5) 在 定义 域 (0, 十 避 ) 内 连续、 下 凸 , 有 唯一 极 小 点 ,位 于 区 间 
(1,2) 内 ,limT(s) 二 lim T(s) 二 十 co,T(s) 在 区 间 (0, 十 oo) 内 非 一 
致 收敛 ,但 在 区 间 (0, 十 ce) 内 闭 一 致 收敛 ;PCs) 在 区 间 (0, 十 ce) 内 
任意 阶 可 导 , 生 Po (5) 二 | zl er (nr) dz. 

卫 函数 图 像 如 图 13-1 所 示 ; 


20 


图 13-1 
函数 的 递 推 公式 为 : 
T(s 十 1) 二 ss),(s 之 0) ;特别 地 (wn 十 多 二!1，; 
有 卫 师 数 表 : 
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很 多 繁 末 的 积分 计算 问题 可 化 为 荆 函数 来 处 理 , 人 们 仿 三 角 
画 数 表 、 对 数 表 等 函数 表 ,制定 了 下 函数 表 供 查 ; 由 了 函数 的 递 推 
公式 可 见 , 有 了 了 函数 在 0<s*<1 内 的 值 , 即 可 对 Vs>0, 求 得 
T(s) 的 值 ,通常 把 1.00 委 ss 委 2.00 内 械 函数 的 某 些 近似 值 制 成 表 ， 
称 这 样 的 表 为 函数 表 . 

卫 曙 数 的 延 拓 : 


当 s>0 时 ,TGs 十 DD 一 ;TG9) ,一 PC 一己 瑟 .该 式 右 端 在 


一 1<s<0 时 也 有 意义 .用 其 作为 一 1<*<0 时 Rs) 的 定义 , 即 把 
PFCs) 延 拓 到 了 (一 1;0) U(C0, 十 co) 内. 当 一 2<s* 雪 一 1 时 , 依 式 有 Cs) 


一 一 ,利用 延 拓 后 的 PCs) ,又 可 把 Ps) 延 折 到 (一 2, 一 1)U 


(一 1,0) U(0, 十 ce) 内 . 依 此 ,可 把 和 (7) 延 拓 到 (一 ceo, 十 ceo) 内 除 
去 Xz 二 一 n(n 二 0,1,2,…) 的 所 有 点 . 

了 函数 的 其 他 形式 : 

某 些 积分 可 通过 换 元 或 分 部 积分 略 干 次 后 化 为 T 函数 ,可 查 
厂 一 函数 表 求 得 该 积分 的 值 ;常见 变形 有 : 

OD 令 zx 二 pti(p0), 有 


I'(s)= | Xx le "dx=p’ | te Fdt, 
因此 ， | x le rdr=p TT(s), (p>0,s>0). 
@ 令 z= TC) =2| jle-* di, 注意 到 结果 | edz 
一 导 (5) 的 一 个 特殊 值 : 
。 


r( 寺 )-21 ed 一 2 。 VE Vaal. 772454. 


@ 令 z= 一 MntQ>0 ,得 PCD 一 | (mn) ldt; 取 
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) 王 1, 得 
FPC) 一 | in 工 、 d= | Cl ) 一 1d 
5 一 |， (™ ) t nt t. 
2. Euler 第 一 型 积分 , 称 为 Beta 函数 
B(p,q)= | zo) 1 dr(p>0,g>0). 


B 函数 的 性 质 : 当 p>0,9>0 时 积分 | xr! 一)!dz 收敛 ， 


1 : . 
积分 | xz! (1 一 zx”!dr 定 义 了 D=((p,9D)10<p<+%， 


0 二 g 过 十 co} 内 的 一 个 二 元 函数 ;B 函数 在 D 内 闭 一 致 收敛 ;B 函数 
是 DD 内 的 二 元 连续 函数 ;B Ee eA 


B 函数 的 递 推 公式 :B(p 十 1,g TT1) 二 5 十 g 十 1 


B 函数 的 其 他 形式 : 
中 令 y 二 x", 有 


| Xx’'(1— zedz =— 二 | ya (1— yy 1dy 
0 


| ye (一 2) ”dy 


) 


B+1), ,>0, 8>—1. 


1 
oa 
1 
oa 


(eo 


因此 得 | zr(1 一 z)adz 一 aB (2 


轩 令 y 二 coszy 是 可 得 fi sin*zcoshrdz = 坟 B ( 写 人 二)， 
co> 一 1,8>> 一 1. 
特别 地 ， | sin'zdz— ZB (® 7 | 9 
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令 z 一 二 ,有 B(p,g)= | Xx? (1—x)" dz 
十 co 2? 1 
本 | CFD 


十 co 2 一 
即 | CFD Bp,9) ,p>0,9~>0). 


人 a 
个 令 ; 区 一 天 ,可 得 
上 6 
| (XT—a)” (一 TD) !dr= (6—a)”™ "Bm,n),m>0,n>0. 
TXT™ 1(1— 7x) 1 ] 加 
@|.= (Ca 十 za dz 一 za (m,n),aF0, 1 
m2>0,n>0, 
3. 两 类 欧 拉 积分 的 关系 


、 _PCp)PC9) 
入 陋 数 和 如 图 数 之 间 有 关系 式 :B(Cp,9) 到 oO , (p>0, 


qq>0) ,特别 地 ,加 0,9q 二 0 且 p 十 gq 二 1 或 p 十 gq 二 2 时 ,由 于 了 (1) 
全 了 黄 数 和 三 角 函 数 的 关系 ( 余 元 公式 ) ;对 "pl 有 (pp) 


T(1— 元 公式 ,只 4 要 编制 出 0<s 过 方 时 PCsy) 的 


曙 数 表 , 再 利用 三 角 函 数 表 , 即 可 对 yo, 查 表 求 和 I(s) 的 近 
似 值 . 


四 、 椭 贺 积 分 


在 17 世纪 ,由 于 天 文学 的 需要 ,人 们 企图 求 出 椭圆 的 弧 长 ,这 
就 导致 了 一 类 新 的 积分 一 一 椭圆 积分 . 

1786 年 勒 让 德 (Legendre) 着 手 研究 椭 癌 积分 这 个 课题 ,他 在 
《椭圆 函数 研究 》 中 证 明了 一 般 椭圆 积分 : 


。 15] 。 


P(xz) 

VRCr) 
其 中 P(x) 是 工 的 任 一 有 理沙 数 , 而 R(x) 是 通常 一 般 的 四 次 多 项 
式 ) ,能 化 为 三 种 类 型 ， 


dz ， 


dz 
xX’ dx 


V1l—zx V1l—L zr’ | 


dz 
| (z 一 a) VIi—zx: VI—Er 
勒 让 得 把 上 面 三 类 积分 称 为 第 一 、 二、 三 型 椭圆 积分 . 
”他 还 证 明了 :经 过 进一步 的 变换 这 三 个 积分 可 化 为 以 下 三 种 
形式 ，: 


Fl(k, wp) 一 dp ， 0<=k<=1,， 
0 Vl—k’ sin gy 
E(k,w)— | py l—k’sin’ ody, 0< 过 k< 过 1， 
ff? do 
nn,k, gp) 一 0 过 kk 过 1， 


° (1+nsin’g) VI 一 ASinz 
勒 让 得 引信 记号 A(k,q) 二 V1 一 k'sin’g 
这 些 形 式 也 可 通过 变数 替换 x 二 sing 转化 为 雅 可 比 形式 ; 
z dz 
Fr) 一 | —— , 
2 一 | VI—z VIR 
人 Vl—kr’ 
ECk,z)=| A dx， 
T dz 
" (1 十 ztz2) VT— 7 ) (IR) 
量 & 叫做 上 面 各 椭圆 积分 的 模 . 如 果 积 分 限 是 p= 二 x/2 或 x 二 1, 则 
* 152 ， 


x(n,k,xz) 一 | 


第 十 三 章 ” 微 积分 中 的 特殊 积分 


称 此 积分 是 完全 的 ,否则 称 为 不 完全 的 . 

阿 贝 尔 最 早 正式 发 表 的 椭圆 图 数论 论文 是 刊 于 《数学 杂志 》 的 
《关于 顶 圆 图 数 的 研究 》(1827) ,把 覃 圆 积分 理论 归结 为 李 圆 函数 
的 研究 . 

创立 .发展 椭圆 函数 论 是 雅 可 比 最 卓著 的 数学 贡献 ,他 1829 
年 发 表 的 《椭圆 函数 论 新 基础 》 成 为 该 领域 的 经 典 著 作 . 


五 、 可 利用 其 他 技巧 计算 的 特殊 积 


例 13-1 计算 积 


_ fr In(1+z) 
! | 1l+x dz 


解 : 作 变 量 蔡 换 z= 二 tant, 则 


7 一 | lIn(li+ zx) 


o 1 二 rx’ dz 


一 | lIn(l1+tant) dt 
一 | ln(l1 十 tant) dz 十 |. ln(1- tant)dt, 
对 第 二 个 积分 , 作 变 量 替换 t= 得 : 


| ln(C1 十 tant)di 一 一 |， jn 


8 EE 


1 下 td 


一 人 In2 一 | In(1l 二 tanu) du 
0 
一 信 ln2 一 | lIn(l1 二 tant) drt, 


所 以 
了 一 | ln(1 十 tant)dt 十 六 ln2 一 上 jn(1+tant) dt= -$ln2. 
0 0 
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ta 


例 13-2 计算 积分 :I 二 | i 


则 z 
_ 『 dx | d(—w) 
x x 
o 1 十 (tanzx) a 1+ [tan (到 一 +)] 
du # tamw , 
0 1 (cotu)’ o 1 二 tamw 
_ ¥ tanmu ,一 2 tamz 
Jo ltanmu o 1T 十 taniz ~ 


所 以 2 eT 一。 dz 一 号 即 壮 到 


1 十 (tanz)” 1 十 tanm'x 


， 一 下 -zsinz 
例 13-3 计算 积分 :I 0 1THeos zo” 


解 : 工 一 Tdz( 令 疱 一 式 一 六 ) 
(Cr 一 切 sin(r 一 芒 ] 


1 十 cos2: (x 一) 


__[* Sint 4 一 人 tsint 
,1 二 cosit o 1 十 cos2f 
r Sint 
”1 十 cos2 til， 
[sint 
收 27 一 5 o 1 十 cos2i 一 一 -| To TFeost (Ost) 
2 
所 以 TI 一 元 . 
、 fw2 COSX 
例 13-4 计算 积分 :I= | sinz+ cosz 
ni2 0 
.A= Cosz _ -| 
, 解 : 们 ; 2 z,l | sinx 十 COSZXz 
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x 


2 9 


sinx 


-2 Cos 二 十 Sin 
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相 加 可 得 2T 一 了 , 故 1 二 地 
例 13-5 计算 积分 : | [ zd 
解 : 因为 |， 1 Td ee + Td. 


对 第 二 个 积分 , 作 变 量 替换 z 一 二 得 : 


| Inz | i ee mm 二 d( 二 int 下 
1 1 xz’ t (z) 0 1+2 

! (a) 

ol 十 zx? dr， 

-ad z=| lnz | nz 
故 |，1 1 十 六 zdz 十 1 1 xd 
1 1 
lnz 加 lInz dz=0 


加 0 1 十 好 dz o 1 十 x? * 
例 13-6 计算 积分 :A= | lInCsinx) dx. 
解 : 令 tx,A 一 | lIn(sinx) dx 
0 


一 一 | lIn(cost) dt 一 | In(cosx) dz, 
至 0 


工 


jn(Csinz 十 cosZz)dz 一 | In( 训 sin2z) dz 


工 
2 


“| 


me 


一 | lInC(sin2x) dzx—1n2 | dx， 
0 


SI 避 


名 2A= -| ln(sin2z)dz 一 广 jn2， 


令 一 2z,2A 一 =- ln(sin2z)dz 一 全 ln2 
D 


* lo5 。 


一 工 上 _ 开 
一 了 | ln(sinu) du 7 ln2 ， 


又 上 


>| lInCsinu) du 二 ~ :TT lIn(Csinw) dx 十 一 > |. ln(Csinu)du,，( 对 后 


序 [0 
者 令 t x 一 一 去 | In(sinu) du 一 亏 | lnCsint) dt 
一 上 lIn(sinu) du,， 
避 
所 以 2A 一 | InCsinz) dz 一 下 In2 一 A 一 下 In2, 即 
习 


A= | In(sinzx)dzr= 一 至 In2. 
0 


、 1 2 一 人 
例 13-7 计算 积分 := | dr, 0<a<b. 


1 Hd 1 b b 1 
we ee eee eye 
= |. (# du —] bl 
一 ln 


aU 二 1 4 十 1 


) id 一 
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